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Resumen

Los componentes de los rotores tienen caracteristicas inherentes como la geometria y la compo-
sicion del material; cuya inhomogeneidad o asimetria causa vibracién natural en frecuencias que,
debido al desbalance del rotor, coinciden con los harmonicos de la velocidad de la flecha, incremen-
tando el estrés y la probabilidad de fracturas mds atin en condiciones transitorias. Por lo tanto, en
este trabajo se propone un método hibrido tedrico-experimental para calcular las frecuencias natu-
rales y las formas modales, en condiciones no soportadas y en reposo. Primeramente, se considerd
un modelo discreto de un nimero bajo de grados de libertad espaciales, y a partir de una aproxi-
macién modal sobremuestreada (OSMA — por sus siglas en inglés) basada en el sobremuestreo,
seccionamiento y acoplamiento del rotor, es posible usar las formas modales sobremuestreadas
para incrementar los grados de libertad espaciales del sistema sin mayores complicaciones en la
parte dindmica modelo. El criterio de sobremuestreo espacial esta basado en el teorema de Nyquist-
Shannon y fue usado para reducir el error en las estimaciones de las frecuencias naturales y conse-
guir una primera aproximacién de las formas modales. Las frecuencias naturales fueron estimadas
por el método de matriz de transferencia (TMM) y el método de elemento finito (FEM), con el fin

de comparar los resultados del modelo propuesto con métodos numéricos bien fundamentados.
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Abstract

The elements of rotors have inherent characteristics as geometry and material composition; where
the inhomogeneity and asymmetry cause natural vibration at frequencies that, due to the rotor
unbalance, may coincide with the harmonics of the shaft speed, increasing stress and the probability
of fractures even in transient conditions. Therefore, in this work a theoretical-experimental hybrid
method for calculating the natural frequencies and the mode shapes, at rest and non-supported
conditions, of a turbocharger rotor is proposed. Firstly, a discrete model with low number of spatial
degrees of freedom is considered, and from an oversampled modal approach (OSMA) based on the
axial oversampling, sectioning and coupling of the rotor, it is possible to use the oversampled mode
shapes to increase the spatial degrees of freedom of the system without major complications in the
dynamic model. This spatial oversampling criterion is based on the Nyquist-Shannon theorem
and it is used to reduce the error in the estimates of the natural frequencies and to get a first
approximation of the mode shapes. The natural frequencies were estimated by the transfer matrix
method (TMM) and finite element method (FEM) in order to compare the proposed model results

with well-founded numerical methods.
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CAPITULO 1

Introduccion

Los nuevos retos en la ingenieria de la turbomaquinaria, como mejoras aerodindmicas e hidro-
dindmicas, asi como sistemas mads eficientes en generacion de energia, requiere de disefios con
tolerancias muy pequeiias, también con velocidades de trabajo y cargas inerciales muy altas, lo
que provoca vibraciones e inestabilidades rotodindmicas. Muchas veces, estas consideraciones en
el disefio de turbomaquinaria se pasan por alto, debido a que el enfoque en las modificaciones
nuevas desvia la atencién en la variacion en los pardmetros dindmicos debidos a los cambios es-
tructurales. Entonces, para lograr que un rotor trabaje de manera confiable a la velocidad de disefo,
hay que predecir las frecuencias naturales y determinar las modificaciones estructurales para cam-

biar dichas frecuencias a un valor que sea muy poco probable excitarlo.

En este trabajo, se propone un método hibrido tedrico-experimental para calcular las frecuencias
naturales y las formas modales de un rotor de alta velocidad. Con el apoyo de pruebas de impacto
se determinaron las funciones de respuesta de frecuencia experimentales, las cuales fueron usadas
como datos de entrada en un modelo modal dindmico. Se utilizaron pocos grados de libertad para

obtener una primera aproximacion, y después se propuso un criterio de sobremuestreo para reducir
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Estado del arte

el error en la estimacion de las frecuencias naturales y obtener una primera aproximacion de las
formas modales. El método propuesto tambi€n nos permite observar como se distribuye axialmen-

te la masa y la rigidez del rotor.

1.1. Estado del arte

Actualmente, la turbomaquiaria requiere mayores velocidades y mayor eficiencia, lo cual demanda
disefios con holguras muy bajas [2, 3], por lo tanto, hay un masivo interés en adquirir, analizar y
cuantificar los pardmetros de vibracion para mejorar la confiabilidad, periodo de vida, control de
calidad, productividad y seguridad sobre fallas catastréficas [4]. Los rotores en operacion pueden
experimentar vibracion debido a los altos niveles de estrés, temperatura, aerodindmica y fuerzas
centrifugas, asi como los arranques y paradas de la maquinaria [5]. El desbalance del rotor cau-
sa que las frecuencias naturales de los elementos puedan ser excitadas por los arménicos de la
velocidad de la flecha, incrementando el estrés y la probabilidad de fracturas atin en condiciones
transitorias [6], y las formas modales pueden ayudar a identificar si el movimiento estd cerca de los
apoyos de cojinetes, lo cual podria afectar las velocidades criticas [7]. En esto radica la importan-
cia de estudiar las condiciones dindmicas de sistemas rotativos, como las frecuencias modales, ya
que pueden ayudar a detectar fallas [8]. El andlisis modal experimental usa mediciones de funcio-
nes de respuesta de frecuencia y después estima las caracteristicas modales (frecuencias naturales,
formas modales, factores de amortiguamiento) a partir de los datos medidos [9]. Transductores de
fuerza, acelerometros, sistemas de adquisicion de datos y amplificadores de sefial son usados para
estimar las funciones de respuesta de frecuencia [10]. Las caracteristicas modales son inherentes
en un sistema dindmico, las cuales pueden determinarse por sus propiedades fisicas como la masa,

rigidez y amortiguamiento, y la distribucion espacial de éstas [11].

Entre los métodos mas comunes para estimar las caracteristicas modales de los rotores se encuen-

tran el método del elemento finito (FEM) y el método de matriz de transferencia (TMM) [12].

Introduccién 2
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Y. Zhang y Z. Du obtuvieron las frecuencias naturales de un rotor de turbina de gas experimental-
mente y encontraron que cada orden de frecuencia natural incrementa con los esfuerzos de contacto.
Mostraron que usando estas frecuencias y el software SAMCEF Field basado en FEM, puede es-
timarse el efecto de la rigidez de contacto [13]. Las frecuencias naturales de un rotor varian con
muchos factores como la estructura, los soportes y la aproximacién del modelo (consideraciones
de discretizacion, grados de libertad usados, seleccion del método de obtencion de valores propios,
etc...), por lo que se vuelve complejo obtener una buena prediccién [14]. G. Xu et al. determina-
ron las frecuencias naturales y formas modales de un rotor usando modelos en elemento finito en
ANSYS considerando la rigidez y amortiguamiento de los rodamientos [14], y notaron que las for-
mas modales definen donde deben posicionarse las fuerzas por desbalance de masa, y que, usando
diferentes cojinetes, las frecuencias naturales y velocidades criticas pueden regularse. M. Lu et al.
identificaron que cada orden de frecuencia natural de un rotor de turbina de gas incrementa con las
precargas en las varillas, debido a los cambios en la rigidez [15]. Estas precargas tienen un efecto
significativo en las deflexiones y esfuerzos, lo cual modifica el analisis modal [16]. H. Taplak y M.
Parlak hicieron un andlisis dindmico de un rotor de turbina de gas usando el programa Dynrot basa-
do en FEM [17], y encontraron que el sistema tiene un comportamiento inestable cuando esté cerca
de las velocidades criticas, y que pequefios valores de desbalance no afectan el comportamiento,
pero disminuyen las velocidades criticas. N. D. Pagar y S. H. Gawande obtuvieron las frecuencias
naturales y formas modales de una flecha de rotor usando ANSYS, y validaron los resultados con
un experimento usando un analizador FFT (Fast Fourier Transform). Si el sistema es modificado
con montajes y accesorios, entonces la rigidez incrementa y de la misma manera la frecuencia
natural [18]. R. Fegade et al. presentaron un andlisis arménico para identificar la frecuencia de un
sistema con diferentes configuraciones de cojinetes usando ANSYS [19]. El desbalance del rotor
fue usado como excitacion para desarrollar el andlisis, y se menciond que las velocidades criti-
cas rotativas se asocian con una amplitud de vibracidn alta. En este caso, el sistema con cojinetes
simétricos ortotropicos resultd con la velocidad critica menor, por lo tanto, este tipo de andlisis es
importante para conocer la respuesta de la amplitud de vibracién para minimizar el ruido del rotor.
I. Ramirez Vargas et al. utilizaron un modelo de elemento finito de un rotor Jeffcott en ANSYS,

aproximando los coeficientes de rigidez y amortiguamiento de cojinetes hidrodindmicos [20]. Se

Introduccién 3
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desarroll6 un andlisis arménico para determinar la respuesta de vibracion en estado estable y tran-
sitorio. El andlisis transitorio mostré la excitacion requerida del rotor para pasar a través de una
frecuencia natural. El andlisis modal revela si alguna de las frecuencias naturales estara cerca de la

velocidad de operacion, y si serd necesario llevar a cabo un andlisis armdnico.

El TMM resuelve problemas dindmicos en el dominio de la frecuencia, lo cual lo vuelve adecua-
do para analizar las respuestas en estado estable de sistemas rotor-cojinete con las ventajas de un
bajo consumo de memoria y aproximacion satisfactoria [21-23], asi como programacién simple y
adaptable [24,25], independientemente de las subdivisiones requeridas para analizar los valores y
vectores propios de toda la estructura [26,27]. El TMM ha sido ampliamente aplicado a mecénica
estructural, rotodindmica, y dindmica de sistemas multicuerpo. Entonces, el TMM podria proveer
un significado potente para obtener un modelado dindmico eficiente [28]. Las variables de estado
para FEM son los desplazamientos, velocidades y aceleraciones, pero para el TMM son desplaza-
mientos, declinaciones, momentos flexionantes y esfuerzos cortantes. Por lo tanto, el TMM seria
mas efectivo que el FEM [29]. E. Al-Bahkali y M. EIMadany usaron el TMM para desarrollar una
interface grafica en Matlab, para obtener la velocidad critica y la respuesta al desbalance de maqui-
naria rotativa [30]. La estimacion por el TMM y los experimentos estdn muy aproximados para el
rotor con dos discos y dos soportes simples. J. W. Zu y Z. Ji propusieron un TMM mejorado para
sistemas rotor-cojinete con cojinetes no lineales, donde demostraron la influencia de los cojinetes
no lineales sobre la respuesta dindmica del sistema [23]. O. Ghasemalizadeh et al. identificaron
las frecuencias naturales de un rotor con un TMM, el cual considera el ancho de los discos y los
cojinetes [31]. Se determiné que con esta consideracion la frecuencia fundamental incrementa y la
amplitud de vibracion disminuye. E1 TMM puede también ser modificado para considerar efectos
de contacto entre componentes de los rotores y asi reducir el error en las estimaciones de las velo-
cidades criticas con respecto a mediciones experimentales. El TMM tiene una tasa alta de célculo
de valores propios y una mayor estabilidad numérica [26,32,33]. Se han reportado otros estudios
que combinan el andlisis por FEM y TMM. B. Rong et al. desarrollaron un método modificado de
la combinacién FEM-TMM para incrementar la velocidad computacional de los valores propios de

estructuras flexibles [34,35]. Se mostré que se minimiza el error causado por la multiplicacién re-

Introduccién 4
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cursiva de las matrices, y asi como se redujo el consumo de memoria, la estabilidad computacional
se incremento y los valores propios repetidos se estimaron mejor. Cuando los sistemas dindmicos
son modelados con cuerpos rigidos, las ecuaciones resultantes son solamente aproximaciones de la
vibracidn real, y la calidad de aproximacion depende mucho de los grados de libertad usados [36].
Se ha mencionado que los modos de vibracion de un rotor en configuracion no rotativa pueden ser

usados para describir el comportamiento dindmico de un rotor giratorio sin perder mucha preci-

sién [37-39].

En nuestro trabajo mds reciente, se propuso una aproximacion modal simple para obtener las fre-
cuencias naturales con un nimero limitado de grados de libertad (DOFs) pero con errores de es-
timacion considerables [40]. Por lo tanto, en este trabajo se propone un método hibrido tedrico-
experimental para calcular las frecuencias naturales y formas modales de un rotor de turbocarga-
dor. Experimentalmente, no es facil conseguir todo el ancho de banda de un rotor de alta velocidad,
sin embargo, las formas modales pueden ser sobremuestreadas si la geometria del rotor lo permi-
te. Asi, a partir de una aproximacion modal sobremuestreada basada en el sobremuestreo axial,
seccionamiento y acoplamiento del rotor, es posible usar las formas modales sobremuestreadas
para incrementar los grados de libertad espaciales del sistema sin mayor complicacion en la parte
dindmica del modelo. Esta propuesta del sobremuestreo estd basada en el teorema de Nyquist-
Shannon, la cual ayuda a reducir el error en las estimaciones de las frecuencias naturales y permite
obtener una primera aproximacion de las formas modales. Las frecuencias naturales fueron estima-
das por el TMM vy el FEM con el objetivo de comparar los resultados del modelo propuesto con

métodos numéricos bien fundamentados.

1.2. Descripcion del problema

Existen muchos modelos matematicos, métodos numéricos y métodos experimentales para deter-
minar pardmetros modales de elementos de turbomaquinaria, sin embargo, se centran mayormente
en el andlisis de las frecuencias naturales y no tanto en las formas modales, y muy pocos estudios

consideran la proyeccion del método para aplicaciones de balanceo. Ademas, los errores en las
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estimaciones de dichos pardmetros, dependiendo del método y su correspondiente validacion, si-
guen siendo considerables. Entonces, es de interés desarrollar un modelo tedrico-experimental que
permita obtener las frecuencias naturales y formas modales de un rotor de turbocargador, el cual no
requiera mucho conocimiento profundo de la matematica, que sea fundamentado principalmente
en datos experimentales y que sus errores de estimacion se encuentren en el rango de los reportados

en el estado del arte.

1.3. Hipoétesis

Mediante la implementaciéon de un modelo dindmico sobremuestreado espacialmente, es posible
mejorar en un 20 % la prediccion de las formas modales respecto a la prediccion obtenida a través
de un modelo dinamico y espacialmente equilibrado; aplicando en ambos casos una metodologia
hibrida tedrico-experimental cuyo error relativo promedio para la estimacion de las frecuencias

naturales se conserve en un 10 % para ambos casos.

1.4. Justificacion

Las vibraciones en turbomaquinaria son responsables de mas de 40 % de los problemas [41-44],
donde las partes rotativas son la fuente mas importante [45]. Estos problemas afectan principalmen-
te los apoyos de cojinetes debido a que soportan el sistema [46]. Se ha reportado que los modos
de vibracién no rotativa pueden ser usados para describir el comportamiento dindmico de un ro-
tor sin perder precision [39]. Por lo tanto, estudiar la dindmica de rotores de alta velocidad puede

proporcionar informacién para diagnosticar fallas en maquinaria rotativa.

Introduccién 6
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1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Desarrollar un modelo dindmico sobremuestreado espacialmente a través del modelo estructural y
la respuesta modal experimental de un rotor de turbocargador, que sirva para reducir el error en la
estimacion de las frecuencias naturales y las formas modales con respecto al modelo dindmico sin

sobremuestrear.

1.5.2. Objetivos especificos

1. Obtener las frecuencias naturales y formas modales experimentales del rotor de un turbocar-

gador en configuracion libre.

2. Obtener las frecuencias naturales y formas modales del rotor de un turbocargador con un

modelo modal hibrido tedrico-experimental sin amortiguamiento en configuracion libre.

3. Obtener una aproximacion modal sobremuestreada del modelo anterior para reducir el error

en los pardmetros modales estimados.

1.6. Alcances

= El estudio se enfocard solamente en la estimacion de los pardmetros modales en configura-

cion libre sin amortiguamiento.

= El andlisis solo se aplicara a una flecha de turbocompresor centrifugo y al rotor de un turbo-

cargador.

= Solo se consideraran las primeras tres formas modales para el rotor del turbocargador, funda-

mentandose en la norma API-684 y que el balanceo por planos se limita solo a tres planos.

Introduccién 7



CAPITULO 2

Marco Teorico

2.1. Rutas del analisis de vibraciones

Es importante describir las rutas para el andlisis de vibraciones para entrar en contexto con las dife-
rentes etapas que se deben llevar a cabo. La Fig. 2.1 y Fig. 2.2 muestran las etapas en que consiste
el andlisis tedrico y experimental de vibraciones, respectivamente [9]. La ruta tedrica consiste en
proponer un modelo basado en las propiedades fisicas de la estructura, en términos de su masa,
rigidez y amortiguamiento. Después se realiza un andlisis modal tedrico del modelo espacial para
obtener un set de modos de vibracidn, conocido como modelo modal. Este modelo define el com-
portamiento de la estructura por las frecuencias naturales, formas modales y sus correspodientes
amortiguamientos modales en los que vibra sin excitacion externa, solo naturalmente. La dltima
etapa consiste en analizar como respondera exactamente la estructura bajo dadas condiciones de
excitacion. Si se elige una excitacion estandar, aplicada a varios puntos de la estructura, entonces
el modelo de respuesta consistird en un set de funciones de respuesta de frecuencia (FRFs) sobre

un rango de frecuencia seleccionado.
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Sistemas de un solo grado de libertad (SDOF)

Niveles de

Estructura Modos de
respuesta

vibracion

wn:{g}r

m,k,c H(w)

Modelo espacial Modelo modal Modelo de respuesta

Fig. 2.1. Ruta tedrica para el andlisis de vibraciones.

También es posible desarrollar un andlisis en direccidon opuesta. A partir de las funciones de res-
puesta de frecuencia medidas, se pueden deducir las propiedades modales, y por consiguiente, las

propiedades espaciales.

Modelo
estructural

Respuesta
medida

Modos de
vibracion

H(w) m,k, ¢

Wy @}y

Analisis modal
experimental

Fig. 2.2. Ruta experimental para el andlisis de vibraciones.

2.2. Sistemas de un solo grado de libertad (SDOF)

El modelo basico para un sistema SDOF se muestra en la Fig. 2.3, donde f(¢) y x(¢) son la fuerza

y el desplazamiento en funcién del tiempo, respectivamente. El modelo espacial consiste en una
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masa m y un resorte k£ mas un amortiguador viscoso c o histerético h.

|7

[0

m

k c,h
l

Fig. 2.3. Sistema de un grado de libertad (SDOF).

2.2.1. Sistemas sin amortiguamiento

El modelo espacial consiste de m y k. Para el modelo modal, se consideran las propiedades del
sistema sin fuerzas externas, donde f(¢) = 0, y para este caso la ecuaciéon de movimiento es
[1,47-50]

mx + kxr =0 (2.1)

Utilizando la solucién de prueba, z(t) = Xe™*, se llega a que
(k—w’m) =0 (2.2)

Asi, el modelo modal consiste de una solucién simple (modo de vibracién) con una frecuencia
natural w,, dada por \/g . Ahora, para pasar al andlisis en respuesta de frecuencia, se considera una
excitacion de la forma

f(t) = Fet
y una solucién de la forma

w(t) = Xe™t

donde X y F'son complejas para contener informacion de la amplitud y fase. Entonces, la ecuacion
de movimiento queda como

(k: — w2m) Xet = Fet (2.3)

Marco Teoérico 10
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Sistemas de un solo grado de libertad (SDOF)

de la cual se extrae el modelo de respuesta en la forma de una funcién de respuesta de frecuencia,

a(w),
X 1
F o k—w?m

El pardmetro de respuesta es el desplazamiento, y esta particular FRF se conoce como “Receptan-

alw) = , que también se escribe como H (w) (2.4)

cia” y es independiente de la excitacion, considerando que se trata de sistemas oscilantes.

2.2.2. Sistemas con amortiguamiento viscoso

Si agregamos el amortiguador viscoso, ¢, la ecuacion de movimiento para vibracion libre se vuelve
mx+cx+kxr=0 (2.5
y ahora debemos usar una solucion propuesta
z(t) = Xe*, (donde s es compleja, a diferencia de imaginaria como anteriormente)
con la que se obtiene la condicién que debe satisfacerse para que exista una solucion
(ms2 + cs + k) =0 (2.6)

Las raices de la ecuacién 2.6 corresponden a

c + V2 —4dkm

S12 = —5
2m 2m 2.7)
= —w,( Liw,/1 — (2
donde
I S

m Ce 2\/%

donde w,, y ¢ representan la frecuencia natural y la relaciéon de amortiguamiento, respectivamente.

La solucidén modal seria de la forma

l’(t) = Xefwnctei(w'n\/ 1—C2>t — Xefwngteiwdt

lo cual representa un solo modo de vibracion con frecuencia natural compleja compuesta por dos

partes

Marco Teoérico 11
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Sistemas de un solo grado de libertad (SDOF)

= una parte oscilatoria o imaginaria; con frecuencia de w, /1 — (2.

= una parte real o decaimiento; w,,(.

Si consideramos la respuesta forzada cuando f(t) = Fe™!y, como antes, asumimos z(t) = X e,

entonces la ecuacion de movimiento seria

1

H = = 2.8
(@) = alw) (k — w?m) + i(wc) (28)
la cual ahora es compleja, conteniendo informacién de magnitud y fase. Donde
RS 1
a(w)]| = — = (2.9)
o) IFl (k= w?m)? + (we)?
y el dngulo de fase es
¢, = arctan _Twe (2.10)
k — w?m
Una version no-dimensional de la misma expresion es
1/k
alw) = / (2.11)

2
1— (i) +2i¢ (i>
Wh, W

2.2.3. Sistemas con amortiguamiento histerético

El amortiguamiento viscoso es la forma mds simple de amortiguamiento utilizado en la practica,
ya que conduce a ecuaciones lineales de movimiento. En el caso del amortiguamiento histerético,
se definen coeficientes de amortiguamiento viscoso equivalentes para simplificar el anélisis. Si se
considera el sistema de la Fig. 2.3, y se suponen excitacion y respuesta armoénica, la ecuacion de

movimiento quedaria como
1
(k —w?m) +ih

donde se hace la suposicion que la constante de amortiguamiento c es inversamente proporcional a

(2.12)

a(w) =

la frecuencia ¢ = h/w con el objetivo de eliminar la independencia de la frecuencia en el caso vis-
c0s0, y h se conoce como constante de amortiguamiento de histéresis. La ecuacion correspondiente
no-dimensional queda como

a(w) = (2.13)

Marco Teoérico 12
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donde 3 = 2(,, y se conoce como factor de pérdida de amortiguamiento estructural.

2.2.4. Energia disipada en amortiguamiento viscoso e histerético

Si se considera el arreglo resorte-amortiguador-viscoso de la Fig. 2.4(a), la sumatoria de fuerzas [

necesaria para causar un desplazamiento x(t) viene dada por [1,50-52]
F=kx+ci (2.14)
Para un movimiento armoénico de frecuencia w y amplitud X,
z(t) = X sinwt (2.15)
Las ecuaciones 2.14 y 2.15 dan como resultado

F(t) = kX sinwt + ¢Xw coswt

=kr+ cw\/X2 — (X sinwt)® (2.16)
= kr £ cwvV X? — 22

x(1) F(f)

(a)

Fig. 2.4. Sistema resorte-amortiguador-viscoso [1].

Cuando se traza la fuerza F' contra z, la ecuacion 2.16 representa un ciclo cerrado mostrado en

la Fig. 2.4(b). El 4rea encerrada representa la energia disipada por el amortiguador en un ciclo de

Marco Teoérico 13
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movimiento y viene dada por

27 fw
AW = Y{Fdx = / (kX sinwt 4+ cXw coswt) (wX coswt) dt
0 (2.17)

= mweX?

donde c es la constante de amortiguamiento viscoso.

El amortiguamiento causado por la friccién entre los planos que se deslizan conforme el material
se deforma se llama histéresis o amortiguamiento estructural. La perdida de energia en un ciclo de
carga y descarga es igual al drea encerrada por el ciclo de histéresis. El problema en el que radica
el modelo de amortiguamiento viscoso, es que tiene dependencia de la frecuencia, mientras que
la alternativa de amortiguamiento estructural no es afectada por la frecuencia de carga y descarga.
Asi, la propuesta de una tasa de amortiguacion que varie inversamente con la frecuencia ¢ = h/w,
no solo provee independencia de la frecuencia sino un analisis mucho mas simple. Entonces, la

ecuacion 2.17 con amortiguamiento histerético seria
AW = 1hX? (2.18)
donde h representa la constante de amortiguamiento histerético.

Stress (force)

e Loading
Hysteresis p
loop

Unloading

Strain
/ (displacement)
Area I

x(1) F(t)

(a) (b)

Fig. 2.5. Ciclo de histéresis [1].

Si se considera un desplazamiento arménico general de la forma x = Xe™! para el sistema de la

Marco Teoérico 14
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Representacion grafica de una Funcion de Respuesta de Frecuencia (FRF)

Fig. 2.4(a), la fuerza es
F =kXe“ + cwiXe™ = (k + iwe)x (2.19)

De la misma manera, la relacion fuerza-desplazamiento con histéresis se expresa como
F=(k+ih)x (2.20)

donde
h
(k+1th) =k (1 + ZE) =k(1+1p) (2.21)
se conoce como rigidez compleja 'y 5 = h/k representa el factor de pérdida de amortiguamiento
estructural o una medida de amortiguamiento sin unidades. La pérdida de energia por ciclo en

funcién de S quedaria como

AW = nkBX? (2.22)

A partir de la estimacién de los decrementos logaritmicos, tanto viscoso como histerético, se pue-

den establecer las siguientes relaciones

2.3. Representacion grafica de una Funcion de Respuesta de

Frecuencia (FRF)

La representacion grafica amplitud-fase consiste en dos partes: la magnitud de la FRF vs frecuencia
y la fase vs frecuencia. La informacion de la magnitud puede ser mayormente procesada, por lo

tanto, la fase no se tomara en cuenta en las siguientes representaciones [9].

= Magnitud vs Frecuencia. En la Fig. 2.6 se muestran las FRFs (receptancia, movilidad, iner-
cia) de un sistema SDOF sin amortiguamiento en escala lineal. La receptancia, movilidad
e inercia, son las FRFs que relacionan el desplazamiento, la velocidad y aceleracion con la
fuerza, respectivamente. Uno de los problemas con este tipo de representacion, es que la
zona de resonancia es muy prominente, lo que hace achica el resto de informacion de la

curva.

Marco Teoérico 15
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Receptancia (m/N)
Movilidad (ms/N)

3
-
-
-

o

1000 T T T T

Inercia (ms%/N)

0| . JL | | ]

0 20 40 60 80 100

Frecuencia (Hz)

Fig. 2.6. FRF de un sistema SDOF sin amortiguamiento (escala lineal).

Para evitar esto con la escala lineal, se acostumbra graficar la informacion de la FRF en escalas
logaritimicas. Puede ser (grafico log-lineal) para los ejes del mddulo y la frecuencia, respectiva-
mente, 0 ambos ejes en escala logaritmica (grafico log-log). En estos casos, la magnitud de la FRF

se convierte a decibeles de la siguiente manera
a(w)yp = 20log, | (w)] (2.23)

Las FRFs correspondientes a receptancia, movilidad e inercia, utilizando escala log-log de un
sistema SDOF sin amortiguamiento, se muestran en la Fig. 2.7. Se puede ver que a baja frecuencia,
predomina una linea recta correspondiente al valor de rigidez k. En la zona de alta frecuencia,
predomina una linea recta correspondiente al valor de masa m. La zona de resonancia demuestra

los cambios abruptos en la magnitud.
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Representacion grafica de una Funcion de Respuesta de Frecuencia (FRF)
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Fig. 2.7. FRFs de un sistema SDOF sin amortiguamiento (escalas log-log).

= Parte real vs Frecuencia y Parte imaginaria vs Frecuencia. La Fig. 2.8 muestra la represen-
tacion de la parte real y la parte imaginaria de las FRFs de un sistema SDOF ligeramente
amortiguado, donde se puede ver un cambio de fase en la zona de resonancia para las dis-
tintas formas de FRF. La escala logaritmica en esta representacion no es de interés debido
a que los valores positivos y negativos de la funcién deben acomodarse. Este tipo de repre-
sentacion, en especifico la parte imaginaria y la magnitud, fueron utilizadas para estimar las
formas modales experimentales correspondientes a esta tesis. Esto se vuelve mds claro en

sistemas MDOF, lo cual se muestra en las secciones posteriores.
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Fig. 2.8. FRFs de un sistema SDOF ligeramente amortiguado, partes reales e imaginarias.
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2.4. Sistemas con multiples grados de libertad (MDOF)

2.4.1. Vibracion libre y sin amortiguamiento

Para comenzar el estudio de un sistema de multiples grados de libertad, se usard el sistema de la

Fig. 2.9 considerando vibracion libre [1,49,50].

— X1 —» X2
k4 k, ks
m AW M
Q) [OXO)

Fig. 2.9. Sistema 2DOF.

Las ecuaciones de movimiento se derivan a partir de la 2da ley de Newton, donde las coordenadas

de los desplazamientos por vibracion se denotan como x; y x5.

mlil + (]{31 + ]{32):131 — ]{521'2 =0
(2.24)

mgli'Q — ]{?21’1 + (k)g + kg)l’g =0

Si este sistema de ecuaciones se estructura como una sola ecuacion matricial quedaria como

my 0 i ky + K —k x 0
1 1 L (K1 2) 2 il (2.25)
0 mo i’g —]{32 (k)g + k3) ) 0
La forma matricial general de un sistema MDOF seria
[M]{@} + [K]{z} = {0} (2.26)

Si se asume la solucién en el dominio real {z} = {X} sinwt, y se sustituye en la ecuacién 2.26,

se volverd una ecuacién matricial algebraica simple
([K] —w? [M]) {X} = {0} (2.27)
donde la matriz ([K] — w? [M]) tiene que ser singular, por lo tanto

| ([K] —w?[M])| =0 (2.28)
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La ecuacién 2.28 corresponde a la ecuacion caracteristica del sistema. Las soluciones a esta ecua-
cion son las frecuencias naturales. Los valores propios de la ecuacion 2.27 son los cuadrados de las
frecuencias naturales del sistema, y los vectores propios corresponden a las formas modales. Para

el caso en la Fig. 2.9, la ecuacién 2.27 se vuelve

k1 + ko — w?m —k X 0
1 2 1 2 i (2.29)

—ky ko + ks —w?mso| | Xy 0
donde el polinémio caracteristico quedaria como,
wimimsg — wkoms — W2 kime — wW2ksmy — w?komy + koks + kiks + kiky = 0 (2.30)
y si hacemos w? = )\ resulta
Nmymg — Mkama — Nkyma — Mksmy — Neamy + koks + kiks + kika = 0 (2.31)

donde las dos raices de esta ecuaciéon A\; y Ay son los cuadrados de las dos frecuencias naturales
w1y wo. Para w? = w?y w? = w3, a partir de la ecuacién 2.29 se pueden obtener las siguientes
relaciones

Xél) . ]fl + /{72 - w%ml

r =

Xfl) B ko
- XéQ) . /ﬂl +l€2 —w%ml
9 = =
sz) ko

De esta manera, los modos normales de vibracion correspondientes a w? y w3 se expresarian como

yo o 5L

XV rX

o o (2.32)
?(2): X _ X3

x5 ro X

Ejemplo 2.1 Determinar los modos normales de vibracion del sistema 2DOF en la Fig. 2.10 con

el andlisis de modos normales mostrado anteriormente [47].

Este método es aplicable a todos los sistemas MDOF, aunque existen otros métodos més eficientes

que se describen en las secciones posteriores.
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’—P X1 ’—b X2
k k k
m | —AW— 2m

QQ Q Q)

Fig. 2.10. Sistema 2DOF sin amortiguamiento con pardmetros especificos.

Las ecuaciones diferenciales de movimiento derivadas a partir de la 2da ley de Newton quedarian

como

mjﬁl = —k?CCl + k(l‘g — fL’l)
(2.33)
2mi’2 = —k(l’g — $1) — ]{31’2
Para el modo normal de oscilacion, cada masa experimenta movimiento arménico en la misma

frecuencia, pasando a través de la posicion de equilibrio simultdneamente. Para tal movimiento, se

asumen las soluciones

r; = Xysinwt 6 X et

‘ (2.34)
To = Xosinwt 6  Xqe™t
Si se sustituyen estas soluciones en las ecuaciones diferenciales, tenemos
(2]{Z — w2m>X1 — kX2 =0
(2.35)
—kX, 4 (2k — 2w*m) X, =0
Estas ecuaciones solo se satisfacen si el determinante es cero. Entonces
(2k — w?m) —k
=0 (2.36)
—k (2k — 2w?m)

Si se hace w? = ), la ecuacién caracteristica quedaria como

2
A2 — (33) A+ 3 (ﬁ) =0 (2.37)
m 2 \m

donde las dos raices A; y Ay son los valores propios del sistema y vienen dados por

1 k k
A\ = (§ — —\/é) = = 0.634—

2 2 m m

(2.38)

3 1 k k

Ny = (— + —\/§> 2 = 2.366—
2 2 m m
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y las frecuencias naturales del sistema son
k
w1 = vV )\1 = 0.634—
Tg (2.39)
Wy = /Ay =1/2.366—
m
Las relacion de amplitudes resulta en
X, k 2k — 2w?m
k. = 2.40
Xy 2k —w?m k ( )
Sustituyendo las frecuencias naturales en la ecuacion 2.40, obtenemos
xW k 1
o= — = =0.731
X 2k —wim 2 —0.634
@ . X (2.41)
: = —2.73

X 2k—wim  2-2366

La ecuacion 2.40 solo nos permite encontrar la relacion de amplitudes y no su valor absoluto. Si

una de las amplitudes se iguala a 1 o cualquier otro ndmero, entonces se dice que la relaciéon de

amplitudes es normalizada a ese nimero. La relacion de amplitud normalizada es conocida como

el modo normal. Las dos formas modales normales de este ejemplo también se conocen como los

vectores propios del sistema, y se denotan de la siguiente manera

0.731 —2.73
Uy (z) = Vy(z) = (2.42)
1 1
Los modos normales de vibracién se muestran en la Fig. 2.11.
0.731 1 /l\
. k
wi = 0.634 — —2.73
m 5 k
w; = 2.366—
m
Fig. 2.11. Modos normales de vibracion del ejemplo 2.1.
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2.4.2. Modos normales de un sistema 4DOF no amortiguado

De la ecuacion 2.27, puede verse que un sistema MDOF lleva a un problema de valores propios

como sigue

(K] — w? [M]) {w} = {0} (2.43)

La solucién del sistema en la ecuacion 2.43 se compone de ‘n’ valores propios w? y ‘n’ vectores
propios ¥,.(r = 1,2, ...,n). Como se menciond antes, las raices cuadradas de estos valores propios

son las frecuencias naturales del sistema, mientras que los vectores propios son las formas modales.

Ejemplo 2.2 Consideremos las rigideces y masas del sistema en la Fig. 2.12 como: k1 = ky =

ks =ky = ks = 1000 N/mym; =mo =mg=my = 1kg [I1].

—» X1 —» X2 —» X3 —» X4

ky kz ks ky ks

Fig. 2.12. Sistema 4DOF sin amortiguamiento.

Por lo tanto, las matrices de masa y rigidez quedan de la siguiente manera

1 0 00 2000 —1000 0 0
0100 —1000 2000 —1000 0 N
0010 0 —1000 2000 —1000| ™
0 0 01 0 0 —1000 2000

Los valores y vectores propios para el sistema 4DOF que resulta de la ecuaciéon 2.43 con las

matrices anteriores se muestran a continuacion

w? = 381.97 (rad/s)? w2 = 1381.97 (rad/s)?
W2 = 2618.03 (rad/s)® w? = 3618.03 (rad/s)2
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4 3\ 4 \ ( 3\ 4 )

0.3717 0.6015 0.6015 0.3717

0.6015 0.3717 —0.3717 —0.6015
{\11}1 = {\IJ}Q = {\11}3 - {\P}4 =

0.6015 —0.3717 —0.3717 0.6015

\0.3717) \—0.6015) \ 0.6015 ) \—0.3717)

Las frecuencias naturales y las formas modales pueden ser acomodadas en forma matricial de la

siguiente forma

w? 0 0
. . o 0 w% o 0
Matriz de frecuencias naturales [w?.] = (2.45)
0 0 w?
Matriz de formas modales (V] = [{V},, {V},,..., {¥},] (2.46)

Con las ecuaciones 2.45 y 2.46, la ecuacion 2.43 puede reescribirse como

similarmente, 2.47)

2.4.3. Propiedades de ortogonalidad de un sistema MDOF no amortiguado

Las propiedades de ortogonalidad de un sistema MDOF no amortiguado se manifiestan con la
relacion entre su modelo espacial y el modelo modal [9, 11]. Considere los modos rth y sth del

sistema, la ecuacion 2.43 se vuelve
([K] = wp [M]) {9}, = {0} (2.48)
(K] = w? [M]) {9}, = {0} (2:49)
Si pre-multiplicamos la ecuacion 2.49 por {\I/}f resulta
{U}) (K] —w? [M]) {¥},=0 (2.50)
Mientras que si transponemos la ecuacion 2.48 y la postmultiplicamos por {¥}, da

(U} ([K] =} [M]) {T}, =0 (2.51)
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Ahora, restando las ecuaciones 2.50 y 2.51 resulta en lo siguiente
(w? —wd) { ¥}, [M]{¥}, =0 (2.52)

Como la diferencia de las dos frecuencias no puede ser cero debido a w? # w?, entonces se sugiere
que

(U} M) {¥}, =0 para r#s (2.53)

Sustituyendo la ecuacion 2.53 en la ecuacion 2.51 da
(U} [K]{¥}, =0 para r#s (2.54)
Premultiplicando la ecuacién 2.48 por {U}" da
(U} [K]{}, = of {U}, [M]{¥}, (r=1,2,...,n) (2.55)

Si se hacen la siguientes operaciones

(U} (M) {¥}, = m, (2.56)
(U} [K]{V}, =k, (2.57)
entonces
wf:ﬁ (r=1,2,...,n) (2.58)
m,

Donde m, y k, se conocen como la masa modal y rigidez modal, o masa generalizada y rigidez
generalizada, del modo rth respectivamente, pero no conservan las mismas unidades que la masa y
rigidez. El resultado de todas estas ecuaciones significa que las formas modales o modos de vibra-
cién de un sistema MDOF sin amortiguamiento con distintas frecuencias naturales son ortogonales
uno con otro con respecto a las matrices de masa y rigidez del sistema. Esto se conoce como el

principio de ortogonalidad.

Usando el principio de ortogonalidad, encontramos que las formas modales sirven para diagona-
lizar la matriz de ecuaciones de movimiento, y asi desacoplar las n ecuaciones en n ecuaciones
independientes. Esto significa que el sistema MDOF se vuelve una coleccion de sistemas SDOF

separados.
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2.5. FRFs de un sistema MDOF sin amortiguamiento

La ecuacién 2.26 muestra el sistema MDOF sin amortiguamiento en vibracién libre, o sea, en
ausencia de soportes y fuerzas externas. Ahora, si consideramos el sistema MDOF sin amortigua-

miento pero excitado por fuerzas externas, el sistema se vuelve [1,47,49,50]
(M) {i} + [K]{z} = {f (1)} (2.59)

donde {f (t)} representa el vector de fuerza n x 1 de n fuerzas externas. Si estas fuerzas se consi-

deran harmonicas, entonces

( )

Fy
£y
{f®y=9 - pe ={Fre (2.60)
\ Fn /
donde F, (r =1,2,...,n) son las amplitudes de las fuerzas harmédnicas. De la misma manera, si

consideramos un desplazamiento harmoénico y lo sustituimos junto con la fuerza en la ecuacién

2.59, la expresion quedaria de la siguiente manera
—? (M) (X e+ [I) (X} et = {F} e
0 (2.61)
([K] —w? [M]) {X} = {F}
La matriz ([K] — w? [M]) se conoce como matriz de rigidez dindmica de un sistema MDOF y tiene

las mismas unidades que la rigidez. La inversa de esta matriz se conoce como matriz de FRFs de

receptancia y se denota de la siguiente manera

arp (w) ap(w) -+ ag, (w)
o (w)] = (K] —w?[M]) " = OQ.I.@ OQ.Z.(.W) OQ'"'(.M) (2.62)
a1 (W) ape (W) -+ un (w)_
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La ecuacién 2.62 puede ser reescrita como

{X} = [a()]{F} (2.63)

La matriz de receptancia es simétrica debido a que la matriz de rigidez dindmica es simétrica. Esta
propiedad de simetria expone la naturaleza de reciprocidad de un sistema MDOF lineal en relacion
a sus respuestas de vibracién. Esto quiere decir, la respuesta en la coordenada ‘i’ debido a una sola
fuerza aplicada en la coordenada ‘;j’ es lo mismo que la respuesta en la coordenada ‘;’ debido a la
misma fuerza aplicada en la coordenada “i’. Cuando la respuesta y la excitacion coinciden (i = j),
a la FRF se le conoce como una FRF de punto. De lo contrario, si la coordenada (i # j), a la FRF

se le llama FRF de transferencia [9,11].

2.5.1. Representacion grafica de una FRF de un sistema MDOF no amorti-

guado

La representacion grafica de un sistema MDOF puede ser de varias maneras, y debe seleccionarse
una apropiada para resaltar las propiedades de la FRF. Una FRF de un sistema MDOF contiene
varias zonas de resonancia, asi como antiresonancias y minimos. Como se mostré para el caso
del sistema SDOF, para un sistema MDOF puede utilizarse el grafico de magnitud, el de escalas
logaritmicas, asi como las inversas de la FRF. El grafico de Nyquist asi como el grifico real-
imaginario no aplican tedricamente para el sistema MDOF no amortiguado, debido a que no posee

parte real, la cual es la relacionada con el amortiguamiento.

Una representacion de la magnitud de una FRF con respecto a la frecuencia, en escala lineal,
muestra claramente las zonas de resonancia pero oculta la informacion sobre las antiresonantes o
los minimos. Una alternativa es cambiar la magnitud en escala lineal por una magnitud en escala
logaritmica. En la practica es mds conveniente usar la escala en decibeles dB que se refiere a una
cantidad unitaria de la FRF. Entonces, en la Fig. 2.13 se muestra la FRF de receptancia para el

sistema 4DOF del ejemplo 2.2 en sus diferentes escalas.
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Fig. 2.13. Receptancia a; (w) del sistema 4DOF del ejemplo 2.2, a) lineal-lineal, b) log-lineal, c)
log-log.

El subindice de «1; (w) indica que es el primer elemento de la diagonal de la matriz de receptancia,
la cual contiene todas las FRFs del sistema. También indica que la FRF estd medida en el mismo

punto donde fué excitada, o sea, es una FRF de punto.

2.5.2. Modos normalizados con la masa de un sistema MDOF no amortigua-

do

Los modos de vibracién de un sistema no son unicos, debido a que muchos multiplos o combi-

naciones lineales de ellos son igualmente vélidos. Por lo tanto, se normalizan con respecto a la
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masa, y asi conseguir tnicas representaciones de las formas modales. En las secciones anteriores
se hablo de la masa modal, la cual se obtiene de multiplicar las formas modales por la matriz de

masas. Entonces, los modos normalizados con la masa se obtienen usando esta masa modal.

Una manera general de representar el vector o forma modal {W} serfa (oo {W}, ) donde « represen-
ta la constante de escalacion. La condicion de normalizacion indica que la suma de los cuadrados
de los elementos del vector normalizado sean igual a 1. Por lo tanto, la condicién de normalizacion

con respecto a la masa seria de la siguiente manera [53,54]

(a{P},)" [M](a{P},) =1

o ({w}] [M]{w},) =1 .60

1
a= 7
{v}, [M]{v},
Como {W}" [M]{¥} =m, (r=1,2,...,n), entonces una forma modal {¥} puede ser norma-

lizada de la siguiente manera

1
V m’f‘

El vector {¢}, es conocido como la forma modal normalizada con la masa del sistema. La ecua-

{0}, = a{¥}, = {v}, (2.65)

cién 2.65 se reescribe en forma matricial como sigue
(@] = [W] ['m;.] (2.66)

Por lo tanto, puede notarse que usando las formas modales normalizadas con la masa, las ecuacio-

nes 2.56 y 2.57 se volverian

[@]" [M][@] = [I] (2.67)
@] [K] [®] = [w?] (2.68)

La matriz de formas modales normalizada con la masa [®] es tnica para un sistema MDOF. Las

matrices [w?.] y [®] de un sistema MDOF constituyen su modelo modal.
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2.5.3. Descomposicion de una FRF usando informaciéon modal

El problema con utilizar la matriz de rigidez dindmica es que puede consumir mucho tiempo, debi-
do a que tiene que ser invertida para cada frecuencia. Por lo tanto, las propiedades de ortogonalidad
de un sistema MDOF pueden ser usadas para derivar mas facilmente la matriz de receptancia a par-

tir de las matrices de frecuencia natural y forma modal.

Primeramente usamos la ecuacion 2.62 para llegar a la siguiente expresion

@) [[K] — w? [M] [@] = [@]" [a (w)] " [@] (2.69)
[ (wf =) ] =[] [a ()] [@] (2.70)

Por lo tanto,
o ()] = [@] [ (w2 —w?) ] " [@]" @.71)

Puede verse que la matriz [« (w)] es simétrica, lo cual se debe al principio de reciprocidad. Para

una simple o sola FRF de receptancia «j; (w), la ecuacién 2.71 puede ser escrita como

() = Di1dk1 Dj2Pr2 N OjnPrn 272
Oéjkw _w%_w2 w%_WQ w%_w2 .
( 1 )
w? — w?
"1
3
={0j0r1 Pjodr2 ... Oinbrn} { Y2 w? (2.73)
1
(w2 — w? )

La ecuacion 2.72 es la esencia del andlisis modal [9, 11]. Si se expresa una FRF en términos de
informacion modal, puede ser descompuesta en las contribuciones individuales de cada uno de los

modos.

Para el caso del sistema 4DOF del ejemplo 2.2, la receptancia a1 (w) puede ser descompuesta

en las contribuciones individuales de los cuatro modos de vibracion. La Fig. 2.14 muestra cada
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modo individual de la FRF a4, (w) (lineas punteadas), asi como la funcién aq; (w) completa (linea
continua). Como se explico en el desarrollo anterior, la FRF completa se forma con la suma de las

contribuciones individuales de cada modo.

o, (o), dB

-100

'120 T T T T

o, rad/s

Fig. 2.14. Composicion de una FRF de receptancia en contribuciones individuales.

2.6. Meétodo de Matriz de Transferencia (TMM)

El método consiste en modelar un rotor flexible con un nimero de inercias agrupadas y conectadas
por secciones de flecha con propiedades eldsticas y sin masa [55, 56]. Este método envuelve un
sistema resultante de ecuaciones pequeiio y no requiere un conocimiento profundo de la geometria.
Las matrices de punto y campo son obtenidas a partir de las ecuaciones de movimiento para los
elementos de inercia y de flecha, respectivamente. La Fig. 2.15 muestra los diagramas de cuerpo
libre del elemento de inercia (disco) y del elemento de flecha (eldstico), constituyendo la estacion
i-ésima. Las variables de interés en cada estacion 7 son el desplazamiento R;, inclinacién 6#;, mo-
mento M; y cortante V;, donde los superindices r y [ denotan el lado derecho e izquierdo de la

estacion, respectivamente.
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R;
’491-
v’ i1
l
ml Ml ) > } Hll_‘_l
M;< >er R < <9I EI ”
i+1
Idi l
l Vl RT l
Vi | i li R|i+1
! | 2
Inertia element Shaft element

Fig. 2.15. Variables de estado de la matriz de transferencia para la estacion i-ésima.

La matriz de coeficientes entre corchetes, en la ecuacién 2.74, se conoce como matriz de punto, y

representa la matriz de transferencia de inercia de la estacion i-€sima.

( 3 B T ( 3\
Ry 1 0 0 0| |R!
or 0 1 0 0| |é&
— (2.74)
M 0 —Ipw® 1 0| |M
%4 —myw? 0o o0 1| |V}
\ J L . \ /

donde I, es el momento de inercia de masa del disco simétrico sobre el eje x 0 y, y m, es la masa

del disco.

La ecuacidn 2.74 puede ser reescrita de una forma mas compacta como sigue
(S); = [Tl (5); (2.75)

donde (S), se identifica como el vector de estado.

La teoria de estética y la deflexion de vigas proveen las ecuaciones de transferencia para el elemen-

to de viga flexible, que se muestra en la Fig. 2.15. La matriz entre corchetes en la ecuacion 2.76,
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se le llama matriz de campo y relaciona las variables de los lados izquierdo y derecho del i-ésimo

campo (viga).

() r 2 _l;i),' ()
Rig L 2EI; 6EI; R;
r l; *l? r
My, o0 1 = M
(Vi) oo o 1w

donde [; es la longitud de flecha de la estacién, E es el médulo de elasticidad, y ; es el momento

de inercia de area de la seccion de flecha de la estacion.

La ecuacion 2.76 puede ser reescrita de una forma mas compacta como sigue

(9)isr = [T4:] ()] 2.77)

i+l = i
y combinada con la ecuacion 2.75 para formar la matriz de transferencia global
(8);41 = [Tr] [T) (9); = [T (S); 2.78)

relacionando las variables del lado izquierdo de la estacion 7 con la estacion ¢ + 1.

Las matrices se multiplican una tras otra usando la definicién de matriz de transferencia de la
ecuacion 2.78, para relacionar las condiciones de frontera del lado izquierdo de la estacion 1 con las

condiciones de frontera del lado izquierdo de la dltima estacién n, como se indica a continuacién

(), = [Tna] [Tno] -+ [T1] (S)} (2.79)

n

Las variables del lado izquierdo y derecho de la ultima estacion n se relacionan por la matriz de

transferencia de la n-ésima estacion
(S), = [Tun] (), (2.80)

Asi, la matriz de transferencia del sistema desde el lado izquierdo de la estacion 1 hasta el lado

derecho de la estacion n se escribe como

(805 = [Toa] [Toa] [Tu-2] - [T (S); = [T](S), 2.81)
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La matriz [T'] es una funcién de la frecuencia w. Sustituyendo las condiciones iniciales de vibracion

libre M7 = V" =0, M! = V} = 0, resulta

T31 T32

T41 T42

= T31T42 — T32T41 = D (w) = 0 (282)

La ecuacién 2.82 es una submatriz de [T]. El valor de w que provoca que la ecuacién 2.82 se
satisfaga, seria una frecuencia natural del rotor en condiciones de vibracion libre no amortiguada.
La aproximacidén por discretizaciéon de masas (lumped-mass) de la flecha, consiste en dividir la
inercia de cada seccién en partes iguales, y sumdrsela a los discos en cada extremo de la seccion.
El algoritmo fue programado en MATLAB y disefiado solo para calcular las frecuencias, y se

muestra en el apéndice C.
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CAPITULO 3

Métodos y técnicas

3.1. Digitalizacion 3D del rotor

La digitalizacién del rotor de turbocargador es con la finalidad de obtener todas las propiedades
necesarias en los modelados de TMM y FEM, los cuales se describen en las siguientes secciones.
Los modelados numéricos mencionados servirdn como validacion del modelo propuesto en nues-
tra investigacion, considerandolos como métodos ampliamente conocidos y mostrados en el estado
del arte.

El escéner utilizado para digitalizar el rotor fue un escdner portatil modelo HandySCAN 700™.

Algunas de sus especificaciones mds importantes se muestran en la Tabla 3.1.
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Tabla 3.1. Especificaciones técnicas del escaner.

Precision Hasta 0.030 mm
Precision volumétrica 0.020 mm + 0.060 mm/m
Resolucion 0.050 mm
Velocidad de medicion 480 000 mediciones/s
Fuente de luz 7 cruces laser (+1 linea extra)
Tipo de laser 2M (vista segura)

Area de escaneado 275 x 250 mm
Profundidad de campo 250 mm

Tamaio de las piezas 0.1 -4m
Software VXelements

Con el escaner y el software VXelements se obtuvieron las nubes de puntos de las superficies
del compresor y la turbina del rotor, ver Fig. 3.1. Posteriormente, las nubes de puntos fueron
procesadas con el software Geomagic Design™ X, ver Fig. 3.2, para obtener las mallas de los

puntos y asi poder usar estrategias de disefio para reconstruir los s6lidos.

Fig. 3.1. Obtencién de nubes de puntos con VXelements.
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Fig. 3.2. Mallas del compresor y la turbina en Geomagic Design™ X.

3.1.1. Croquizacion del compresor

Para comenzar a generar el s6lido del compresor, en el arbol de operaciones se selecciona la opcidon
agrupar regiones, lo que permitird seleccionar trozos de superficie que contienen muchos puntos
y asi insertar planos o vectores para trabajar posteriormente. Se inserté un plano seleccionando
una region de puntos en la base del compresor, asi como un vector que pasa por el eje de rotacion
del compresor, con la intencién de usar el plano y el vector para alinear la pieza y sobre estas
referencias realizar sélidos de revolucién en pasos més adelante. En la Fig. 3.3 se muestran los

procesos mencionados.
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Fig. 3.3. Plano y vector para alinear y construir revoluciones del compresor.

A partir del plano y el vector insertado, se genera un croquis de malla en revolucidn, el cual genera
trazos de linea a partir de todos los puntos que va tomando en un cierto dngulo de revolucién como
se muestra en la Fig. 3.4. En este caso el angulo de barrido se selecciond de 45°, para obtener
una linea de la parte conica del compresor bien definida. Con la ayuda del calibre de Vernier fue

posible terminar el croquis que se muestra en color azul marino.

10.65 mm
5.556 mm

52.4 mm

Ww 9Z0E'6

54.6 mm

Fig. 3.4. Croquis de la parte cénica del compresor.
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En la Fig. 3.5 se puede ver el resultado del sélido de revolucién del croquis de la Fig. 3.4 con

respecto al vector que pasa por el eje axial del compresor.

Fig. 3.5. Reconstruccion de parte conica del compresor.

Para generar los dlabes se utiliz6 una herramienta llamada Mesh Fit, en el menti de superficies.
Lo que se necesita es seleccionar varias regiones del grupo de regiones en el dlabe escaneado,
para que el software trace una superficie que se aproxima o hace contacto con todas las regiones
seleccionadas. Este paso se realiza con la cara superior e inferior de un dlabe y, en este caso, se

muestra para el dlabe de mayor tamafo, ver Fig. 3.6. El proceso para el dlabe pequefio es el mismo.

Fig. 3.6. Reconstruccion de dlabes del compresor.

El croquis que se muestra en la Fig. 3.7 encerrado en puntos rojos se usa para generar un corte de
revolucién y fusionar toda la resultante del corte, usando la herramienta Trim & Merge. De esta
manera se logra obtener el s6lido de la base conica con uno de los alabes pequefos y uno de los

alabes grandes, ver Fig. 3.8.
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Fig. 3.7. Croquis usado para cortar y fusionar todas las superficies.

Fig. 3.8. Reconstruccion de dlabe grande y pequeiio.

Por tltimo, se aplican los redondeos adecuados a los dlabes, asi como el barreno central de toda
la pieza. También, se genera una matriz circular para obtener los dlabes faltantes y completar la
pieza. En la Fig. 3.9, se muestra la comparacioén de la malla original escaneada (izquierda) y el
compresor reconstruido (derecha) a partir de dicha malla, considerandolo asi como la version final
del compresor. Los objetos s6lidos obtenidos se exportaron en formato parasdlido x_t para su uso

en el software SOLIDWORKS®,
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Fig. 3.9. Compresor completo reconstruido.

3.1.2. Croquizacion de la turbina

Al igual que con el compresor, la malla de la turbina se agrupa en regiones para insertar planos
y vectores que sirven para alinear la pieza, asi como croquizados posteriores. En la Fig. 3.10 se
muestran el plano y el vector insertados para alinear esta pieza y generar los croquis de la parte
cOnica y posteriormente los dlabes. Los pasos son los mismos que en el croquizado del compresor,
solo que este componente cuenta con un solo disefio de dlabe y no lleva barreno sino que junto
con la flecha forman un solo sélido. En esta seccién no se muestra la reconstruccién de la flecha
ni de los bujes, ya que éstos fueron generados con el Vernier debido a que se aproximan mas a los

originales.
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Fig. 3.10. Insercion de planos de alineacion.

EnlaFig. 3.11 se puede ver el croquis (lado derecho) extraido de un croquis de malla en revolucion

(lado izquierdo), tomando un barrido de puntos en un dngulo de 20°.

13.3 mm

6.5 mm

B 9
-
30,5199 mm

L

Fig. 3.11. Croquis de la parte conica de la turbina.

El croquis es utilizado para generar una superficie de revolucion con respecto al eje axial de la

turbina, el resultado puede verse en la Fig. 3.12.
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Fig. 3.12. Reconstruccion de parte cénica de la turbina.

En la Fig. 3.13 se muestran las superficies que se aproximan a la parte superior e inferior del dlabe

utilizando la herramienta Mesh Fit, que sirven para reconstruir el dlabe de la turbina.

Fig. 3.13. Reconstruccion de dlabe de la turbina.

Para poder usar la herramienta Trim & Merge que sirve para obtener el dlabe s6lido, se necesitan las
superficies mencionadas anteriormente, la superficie de la parte conica y la superficie de revolucion
que se muestra a continuacion en la Fig. 3.14. El croquis para generar esta superficie de revolucion
se generd usando la herramienta Mesh Sketch, con un dngulo de barrido de 25° y un 4dngulo de

revolucién de la superficie de 300° con direccién en plano medio.
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Fig. 3.14. Croquis y corte de revolucion para el dlabe de la turbina.

Después de usar la herramienta Trim & Merge como se indic6 anteriormente, se obtuvo el dlabe

s6lido al cual se le aplicaron los correspondientes redondeos. La version final del dlabe se muestra

en la Fig. 3.15.

Fig. 3.15. Reconstruccién del dlabe de la turbina.

La parte superior que contiene la tuerca corona, se construy6 usando la herramienta Mesh Sketch.
Se obtuvo el croquis de la corona y se extruy6 hacia arriba, y por ultimo se le realiz6 un corte de
revolucién en la parte superior para quitar el filo. Por dltimo, se realizé una matriz circular para
completar el nimero de dlabes de la turbina completa. La turbina reconstruida completamente se

muestra en la Fig. 3.16.
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Fig. 3.16. Turbina completa reconstruida.

3.1.3. Ensamble completo del rotor

Las otras partes restantes del rotor que son geométricamente més simples, en este caso la flecha y
los bujes, se construyeron utilizando el calibre Vernier. El renderizado del ensamble completo del
compresor, turbina, flecha y bujes, asi como una tuerca genérica aproximada a la tuerca de presion

original, se muestra en la Fig. 3.17

Fig. 3.17. Ensamble del rotor completo.
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3.2. Analisis modal experimental

Se utiliz6 un rotor de 1.249 kg de un turbocargador modelo Holset HT3B perteneciente a un motor
Cummins 350 Big Cam, Fig. 3.18, donde la turbina se muestra en la parte izquierda y el compresor
en la parte derecha. El rotor fue colgado sobre dos bandas para simular las condiciones de fronte-
ra libres. Después fue excitado con un martillo de impacto (PCB Piezotronics, Modelo: 086C03,
Sensibilidad: 2.25 mV/N) para medir la respuesta de la aceleracion usando un acelerémetro piezo-

eléctrico miniatura (PCB Piezotronics, Modelo: M353B17, Sensibilidad: 10.5 mV/g).

Cuando el rotor es excitado se obtienen las funciones de respuesta de frecuencia (FRFs), las cuales
son procesadas con un sistema de adquisicion y procesamiento usando LabVIEW, asi como el
célculo de los promedios de todas las FRFs. A partir de las recomendaciones de la norma API-684
para balanceo multiplano de rotores [57], solamente las primeras tres formas modales obtenidas
experimentalmente fueron usadas en la aproximacion modal OSMA mostrada en una seccion mas

adelante, debido a que su magnitud casi representa la energia total disipada.

LS

Fig. 3.18. otor del turbocargador.

La funcién de respuesta de frecuencia promedio, Fig. 3.19, se us6 para la identificacion de las

frecuencias naturales; en cambio, las formas modales fueron calculadas con la parte imaginaria de
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las FRFs de punto y de transferencia, ver Fig. 3.20, 3.21 y 3.22. Las formas modales experimental

€S

usadas en el andlisis OSMA se generaron con los promedios de cada renglon de la matriz de FRFs

de receptancia de la ecuacion 2.62.

1.LE-01 ~
1.E-03 ~
1.E-05 -
1.E-07 A
1.E-09 ~

FRF promedio, (m/N)

1.E-11 \ 1
100 1000 10000

Frecuencia, (Hz)

Fig. 3.19. Funcién de respuesta de frecuencia promedio en reposo.

0.00004 /
0.00003 / g
0.00002 - /i 6-1 FRF
0.00001 - { 1

0.00000 9.
-0.00001 - ﬂ’
-0.00002 -
-0.00003 -
-0.00004 -

-0.00005
-0.00006

Amplitud Imag, (m/N)

I i I i ) N ) 4 ) N I
500 600 700 800 900 1000
Frecuencia, (Hz)

Fig. 3.20. 1°" modo experimental (fijando nodo de excitacion y moviendo nodo de respuesta).
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0.000003

0.000002

0.000001 ~ 7-
1

0.000000 I /I 9.

-0.000001

Amplitud Imag, (m/N)

-0.000002

-0.000003 e —
1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600
Frecuencia, (Hz)

Fig. 3.21. 2% modo experimental (fijando nodo de excitacién y moviendo nodo de respuesta).

2.00E-008 ? FRF

% 0.00E+000
N~

-2.00E-008

-4.00E-008

-6.00E-008

Amplitud Imag,

-8.00E-008 -

-LooE-007 +—or—r— o
5400 5600 5800 6000 6200 6400 6600

Frecuencia, (Hz)

Fig. 3.22. 3* modo experimental (fijando nodo de excitacion y moviendo nodo de respuesta).

En la Fig. 3.23 se muestra la magnitud vs frecuencia en escala logaritmica de la FRF de punto
1-1, donde se pueden ver claramente las tres primeras frecuencias de resonancia y antiresonantes.
Dichas zonas de resonancia estin bien separadas, lo que puede servir para determinar las constantes

de amortiguamiento usando el método pick-picking.

Métodos y técnicas 48



@

Q
|
il

Analisis modal experimental

1.LE-02 -
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1.E-08 -
1.LE-10 -
1.E-12

FRF 1-1, (m/N)

100 1000 10000
Frequencia, (Hz)

Fig. 3.23. FRF de punto 1-1 en reposo.

Las frecuencias naturales son 758.39, 2074.85 y 5881.14 Hz. Las formas modales representan las
soluciones discretizadas de la ecuacion de onda en el dominio axial, y su sobremuestreo axial de-
pende del orden del sistema dindmico que representa; por lo tanto, el equilibrio de cantidades entre

los valores propios dindmicos (frecuencias naturales) y los valores propios axiales se garantiza.

El teorema de Nyquist-Shannon dice que con el objetivo de conseguir una mejor representacion
de la forma de onda cuando €ésta es discretizada, la tasa de sobremuestreo necesita ser al menos
cuatro veces la frecuencia del mayor componente espectral [58]. En este caso, considerando la
norma API-684, el mayor componente espectral tiene un periodo axial de dos tercios el tamafio del
rotor; por lo tanto, la tasa de muestreo recomendada por Nyquist-Shannon es un sexto del tamafio
del rotor. Asi, para conservar el equilibrio entre valores propios dindmicos y axiales, se decidid
posicionar el acelerometro en nueve puntos alrededor del rotor con el objetivo de lograr un mayor
nimero de desplazamientos, Fig. 3.24. Esto, en orden de usar un método de sobremuestreo axial
de las formas modales propuesto como OSMA, mostrado mas adelante, donde las mismas tres
frecuencias naturales pero con un mayor nimero de desplazamientos puede lograrse una mejor
aproximacion del modelo. La respuesta fue medida diez veces por cada punto para reducir la
incertidumbre. Las FRFs fueron tomadas en direccién del lado de la turbina hacia el lado del

compresor.
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Fig. 3.24. Dimensiones (unidades en cm) del rotor y puntos de medicién.

3.3. Aproximacion modal sobremuestreada (OSMA)

En este trabajo se propone un modelo hibrido tedrico-experimental para estimar las frecuencias
naturales y las formas modales de un rotor de turbocargador. Sin embargo, primero se propone
un modelo con pocos grados de libertad, en este caso, los mismos que un espectro de frecuencias
deseado. El elemento de trabajo considerado primero es una flecha de un turbocompresor centrifu-
go, sin los elementos inerciales (impulsores), informacién extraida de un reporte de trabajo hecho
por CIATEQ (INCLUIR REFERENCIA). Esto con el objetivo de plantear el primer modelo sin
muchas variables estructurales y analizar como se comportan los resultados, y después aplicarlo al
rotor del turbocargador. El modelo primario pretende estimar las frecuencias naturales de la flecha,

a partir de las frecuencias naturales y formas modales experimentales.

Los pardmetros modales experimentales de la pura flecha del turbocompresor no se conocian, solo
los medidas y propiedades materiales. Por lo tanto, se decidi6 simular la flecha en elemento finito

en ANSYS para obtener las frecuencias naturales y las formas modales, y usar esta informacion
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como datos experimentales en el modelo que se propone mas adelante.

La geometria de la flecha se muestra en la Fig. 3.25, la cual se model6 con 36 elementos tipo viga

BEAMI188 y 37 nodos. Las propiedades de los materiales se muestran en la Tabla 3.2.

[T 1]

0 0.5 1
Posicion axial (m)

Fig. 3.25. Geometria de la flecha y nodos seleccionados.

Tabla 3.2. Propiedades materiales de la flecha.

Acero AISI 4340
E! 205 GPa
v? 0.29
) 7850 kg/m?

'Médulo de elasticidad,?Coeficiente de Poisson

Se realizé un andlisis modal en configuracién libre sin soportes, del cual se seleccionaron los
primeros 6 modos de vibracion. Las frecuencias naturales fueron 398.73, 981.69, 1614.8, 2289.8,
3222.6 y 4463.8 Hz. De los 37 nodos que forman los modos de vibracion, se seleccionaron solo
6 separados aproximadamente la misma distancia, como se puede ver en la Fig. 3.25. En las Fig.
3.26, 3.27 y 3.28 se muestran los primeros tres modos de vibracién correspondientes a las primeras

tres frecuencias naturales considerando solo 6 DOFs.
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Fig. 3.26. Primer modo de la flecha.
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Fig. 3.27. Segundo modo de la flecha.
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Fig. 3.28. Tercer modo de la flecha.

Las frecuencias naturales mencionadas y los desplazamientos de los 6 nodos mostrados en las for-

mas modales son utilizados como entrada en el modelo dindmico descrito a continuacion.

El sistema dindmico usado para modelar la flecha con 6 DOFs se muestra en la Fig. 3.29, donde el
numero de masas seleccionado corresponde al nimero de frecuencias naturales, y las condiciones
son en vibracion libre sin amortiguamiento.

’—»xl '—»xz ’—>x3 ’—»x, ’—>x5 ’—»xs

ky k2 k3 ks ks kg k7
m —\MW— M2 —AWA— M3 [ —AWA— Ty —AMWA— M5 —AWA— M

Q0 QO Q0 QO Q0 Q0

Fig. 3.29. Sistema 6 DOFs para modelar la flecha.

Como el interés en particular de esta investigacion es la vibracion libre, se utiliza la ecuacion 2.26.
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El sistema de ecuaciones de movimiento del sistema en la Fig. 3.29 se representa como sigue

Ui (t) = mljfl + kg (.1'1 — 33'2) + lﬁl’l

ug (t) = moZia + ko (2 — 1) + k3 (22 — 23)
ug (t) = maZs + k3 (x3 — x2) + ky (x5 — 74) 3.0)
Uy (t) = myZy + ky (x4 — x3) + ks (x4 — T5)
us (t) = msis + ks (5 — x4) + ke (x5 — 26)

Ug (t) = mGiﬁ + ]{76 (ZL’6 — 1’5) + k7$6

Si se considera una solucién harménica al desplazamiento, entonces el sistema queda expresado

en el dominio de la frecuencia. Entonces, ordenando en forma matricial el sistema queda como

{Ulsea = [Alzsxze {X a6 (3.2)
donde A consiste como sigue
[ ky + kg — wimy ) 0 0 0 0 0 0 ]
—ky ko + ky — wimy —ks3 0 0 0 0 0
0 —k3 ks + Ky — wfmg, —ky 0 0 0 0
A — 0 0 —ky kg + ks — wimy —ks 0 0 0 (3 '3)
0 0 0 —ks ks + ke — wims —ke 0 0
0 0 0 0 —ks ke + ky —wimg 0 0
0 0 0 0 0 0 —kg
L 0 0 0 0 0 0 —ke s+ kr — wim

El vector U es el vector de fuerza, en donde todos sus valores son unos, simulando una excitacion
como impulso unitario en el dominio de la frecuencia, en cada uno de los puntos de medicioén
al mismo tiempo. El vector X contiene todas las formas modales experimentales en secciones de
6 desplazamientos, donde a la frecuencia w; le corresponden los desplazamientos de la primer
forma modal. La matriz A es la matriz de rigidez dindmica, y consiste en los valores de masa,
rigidez y frecuencia del sistema, donde la masa y la rigidez son los valores desconocidos en este
planteamiento. Como las frecuencias experimentales y los desplazamientos modales son conocidos,

el modelo puede ser expresado en su forma general como sigue

{MK}BXI = [D]Bi% {U}36x1 (3.4)

La matriz [D] ! representa la pseudoinversa de D, donde D es una matriz 36x13. El vector MK y
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la matriz D se describen a continuacion

ki
ko

L Ty T10 — Ton 0 0 0 0 0 —wlry 0 0 0 0 0
3 ‘
0 @9y — a1 Toy — T3 0 0 0 0 0 —wiwg 0 0 0 0
Ky )
L 0 0 T3] —To1 T31— Ty 0 0 0 0 0 —wiry, 0 0 0
.6 0 0 0 Ty — T3 Tyq — Ty 0 0 0 0 0 ’W%"J 1 0 0
ko
MK= ' D= 0 0 0 0 51— Ta1 Tsy— a1 0 0 0 0 0 —wirs 0 (3 5)

0 0 0 0 0 Te1 — Ts1 Tea 0 0 0 0 0 —wire
my .
my .
Ti6 T16— Toe 0 0 0 0 0 —w(f.’l, 16 0 0 0 0 0
mg X

my

0 0 0 0 0 To6 — 56 T 0 0 0 0 0 —wlres
ms - d

me

El vector resultante MKj3,; es un vector de pardmetros correspondientes a las rigideces y masas
del sistema en la Fig. 3.29, el cual es normalizado respecto a la masa total de la flecha para que las 6
masas discretizadas no excedan dicha masa total. Entonces, todas las rigideces y masas calculadas
son sustituidas en la matriz dindmica del sistema 6x6, ver ecuacion 3.6, dejando como variable

desconocida a w.

ki + ky — w?my —ky 0 0 0 0
—ko ky + ks — w?my —ks 0 0 0
R — 0 —ks ks + ky — w?ms —ky 0 0 (36)
0 0 —ky ky + ks — w?my —ks 0
0 0 0 —ks ks + kg — w?ms —kg
L 0 0 0 0 —kg ke + kr — w?mg

Por lo tanto, los valores y vectores propios de esta matriz Rg,¢ corresponden a las frecuencias natu-
rales y formas modales estimadas del sistema, respectivamente. La programacion para este modelo

de la flecha se muestra en el apéndice A. Los resultados se muestran en el capitulo siguiente.

Aunque los resultados con la propuesta anterior para la flecha del turbocompresor tienen errores
elevados con respecto a resultados experimentales, se sugirié emplear el método en el rotor del tur-

bocargador para estudiar el efecto de los impulsores en la estimacion de los pardmetros dindmicos.

La norma API-684 para balanceo multiplano de rotores recomienda analizar las primeras tres ve-
locidades criticas, debido a que su magnitud casi representa la energia total disipada. Por lo tanto,

solo las primeras tres frecuencias del rotor del turbocargador fueron seleccionadas.
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El rotor del turbocargador mostro varias frecuencias naturales experimentales, lo que significa que
varios grados de libertad son requeridos. En este caso, solo las primeras tres frecuencias natura-
les se consideraron, no solo porque la norma API-684 lo indique sino porque es un rotor de alta
velocidad y se dificulta obtener frecuencias mds altas experimentalmente. El modelo general pro-
puesto (modelo simple), ver Fig. 3.30, es del mismo tipo que el utilizado en la flecha mostrada

anteriormente, y es del tipo masa-resorte usado por M. Yu et al. [59] para calcular los parametros

X1 X2 X3

Fig. 3.30. Modelo general propuesto para modelar el rotor del turbocargador.

modales.

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento del sistema sin amortiguamiento se representan como
sigue
uy (t) = mydy + ko (21 — x2) + k124
ug (t) = moZis + ko (2 — x1) + k3 (22 — 23) (3.7)
us (t) = mads + ks (3 — 22) + kyxs
Entonces, expresando el modelo en la ecuacién 3.7 en el dominio de la frecuencia y ordenando en

forma matricial resulta de la siguiente manera

F1 (CL)) k?l + ]{32 - w2m1 —k’Q 0 X1 ((,U)

F2 (w) - —k’g k?g + k‘g — w2m2 —kfg X2 ((U)

F3 (w) 0 —ks ks + ky —w?ms| | X3 (w) (3.8)
(o)

{U}3x1 = [A]3x3 {X}3x1

donde el vector U, la matriz A y el vector X corresponden a los mismos elementos que la ecuacion

3.2 pero con 3 grados de libertad. Entonces, el sistema puede ser expresado en términos de sus tres
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primeros modos como sigue

1 [ ky ko — w2y “ky 0 0 0 0 0 0 0 1( x.
1 s ko + ks — wims ks 0 0 0 0 0 0 Xia
1 0 —k3 ks + ky — wimg 0 0 0 0 0 0 X3
1 0 0 0 kit + by — wlim ks 0 0 0 0 X
1= 0 0 0 —ky ko + ky — wimay —ks 0 0 0 Xos (3 9)
1 0 0 0 0 ks ks + ks — wlms 0 0 0 Xy
1 0 0 0 0 0 0 ko + ks — wlimy —ks 0 X
1 0 0 0 0 0 0 ks Ky + ks — wlms ks Xgo
1 0 0 0 0 0 0 0 —ks R+ ke — g | | Xag

Este sistema puede ser reescrito de la siguiente manera

1 [ (ky + kg — wimy) X114 — ko X1 2 ]

1 —koX11 + (kg + k3 — wimy) X2 —ksXi3

1 —k3Xi1 o+ (ks + ks — w?ms) Xy 3

1 (ky + kg — w3my) Xog — ko X

1 p=| —kaXog+ (k2 + ks — wims) Xoo — k3 Xa3

1 —k3Xoo + (ks + kg — w3ms) Xa3

1 (ky + kg — wimy) Xz — ko X320

1 —koXs1 + (ko + ks — wimg) X3 — k3 X33

1 I —k3 X309+ (ks + kg — wims) X33

(6]

1 [ Xi X1 - Xio 0 0 —wiXy, 0 0
1 0 Xio—X11 Xi2—Xi3 O 0 —wiX, 0 kq
1 0 0 Xis—Xis Xig 0 0 WXy, ko
1 Xo1 Xog — Xoo 0 0 —wiXy, 0 0 ks
1 = 0 X2,2 - X2,1 X2,2 - X2,3 0 0 *WSXQ,z 0 Ky (3 10)
1 0 0 Xo3—Xoo Xoj3 0 0 —wi X3 my
1 X311 Xs31— X392 0 0 —wiX3, 0 0 mo
1 0 X3o—X31 Xz2—X33 0 0 —w3 X5 0 m3
1 0 0 Xss— Xz Xaz 0 0 —wiXay

y en su forma mds general

{U}9x1 = [D}9x7 {MK}m 3.11)

Entonces, en orden de calcular los pardmetros dindmicos del vector {MK}, ,, se utiliza la pseudo-

inversa de la matriz [D], ,

{MK}7X1 = [D];(19 {U}9X] (312)
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Los pardmetros estimados en el vector {MK}, , se sustituyen en el siguiente sistema Rjy3, donde
sus valores propios y vectores propios corresponden a las frecuencias naturales y formas modales

del rotor del turbocargador.

k‘l + k?g — w2m1 —kg 0
R = —kg k2 + k’g — w2m2 —kg (313)
0 —k'3 ]Cg + /{?4 — (,L)ng

La metodologia descrita anteriormente para la flecha del turbocompresor centrifugo y para el rotor
del turbocargador es considerando el modelo con los mismos grados de libertad tanto espaciales
como dindmicos para el rotor completo. Sin embargo, el método OSMA consiste en cortar tedrica-
mente el rotor en secciones las cuales tienen el mismo nimero de nodos para conservar el equilibrio
de cantidades de valores propios dindmicos y axiales de cada seccidn, entonces el modelo general
propuesto es aplicado a cada seccién desacoplada, como en la Fig. 3.31, usando las correspondien-
tes frecuencias y desplazamientos del ler, 2do y 3er modo de vibracién de cada seccidn, asi como
la masa de la seccion respectiva, informacion que es conocida. Por ejemplo, las magnitudes de los
desplazamientos del modelo general propuesto en la Fig. 3.30 son x1, x5 y =3, ahora para la primer
seccion del rotor serian x; 1, 712 y 1,3, con el objetivo de obtener el vector MK de pardmetros de

la primer seccién, como en la Fig. 3.31.
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Fig. 3.31. Seccionamiento del rotor.

Las masas resultantes del vector MK son normalizadas respecto a la masa total de cada seccién
del rotor, para asegurar la magnitud de la masa total del rotor en el vector final. El analisis debe
repetirse para las secciones restantes del rotor, para calcular las rigideces y masas correspondientes

a cada seccion, en otras palabras, para obtener los vectores MK restantes.

ki + k2 — w?mag —k1o 0 ... 0
—ki2 ki + kis — w?mia —k13 0
R = 0 —k13 Fig 4 {kia+kon} —w?myg - 0 (3.14)
: ' : ' ks
L 0 0 0 —kss ksz+ ks — w2m313_

Después de obtener todas las rigideces y masas de las secciones del rotor, la matriz resultante Ry,
se construye mediante el acoplamiento de las secciones sumando en paralelo la ultima rigidez de
la primer seccién con la primer rigidez de la seccidon adyacente, como se muestra en la ecuacién
3.14, y asi sucesivamente con las secciones siguientes hasta conseguir un total de diez rigideces
acopladas para este caso de estudio (rotor). Por lo tanto, los valores y vectores propios son calcu-

lados a partir de la ecuacion 3.14 y consecuentemente las frecuencias naturales y formas modales
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Método de Matriz de Transferencia (TMM)

estimadas con el método OSMA.

El algoritmo del modelo simple y el OSMA fueron programados en MATLAB. El modelo simple
resuelve las frecuencias naturales y formas modales. El modelo OSMA calcula los pardmetros
(rigideces y masas) de cada seccion y uno después las utiliza para acoplarlas y resolver el sistema

en otro cdlculo independiente. Estos algoritmos se muestran en el apéndice B.

3.4. Método de Matriz de Transferencia (TMM)

La estimacion de las frecuencias naturales para la flecha del turbocompresor y el rotor de turbo-
cargador mostrados en la seccidn anterior también se realizé con el método de matriz de transfe-
rencia (TMM), con el objetivo de hacer comparacion con un método ampliamente fundamentado,
y comprobar que los errores de estimacion se encuentran dentro de lo reportado en la literatura.
El proceso de esta metodologia consiste en dividir el elemento de estudio en estaciones y campos,
donde las estaciones se conforman por discos con propiedades de masa e inercia, mientras que los
campos consisten en elementos elésticos. Se llenan las matrices correspondientes mostradas en el
marco tedrico, y se multiplican desde un extremo hasta el otro. Después, se consideran las condi-
ciones de frontera y se resuelve el polinomio caracteristico de la matriz resultante. Las raices del

polindmio caracteristico corresponden a las frecuencias naturales de vibracion lateral del sistema.

Para el caso de la flecha del turbocompresor centrifugo, Fig. 3.25, se consideraron 23 discos y 22
campos, y se uso el criterio de distribucion de inercia explicado por Vance [55], donde la inercia
de cada seccion de flecha se divide en partes iguales y se agrupan en los discos de cada extremo
de la seccion. Se utiliz6 un médulo de elasticidad de 205 GPa. La distribucién de discos y campos

se muestra en la Tabla 3.3.

TERRT IR R R LIE

Fig. 3.32. Seccionamiento de la flecha para TMM.
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Tabla 3.3. Discretizacion de estaciones y campos de la flecha.

Discos Campos
No. | Masa (kg) | Inercia (kg-m?) | No. | Longitud (m) | Didmetro (m) | Inercia (m*)
1 0.173 0.000033 2 0.02667 0.04585 0.0000002169
3 0.4185 0.000093 4 0.03815 0.04757 0.0000002514
5 0.5105 0.0001275 6 0.03391 0.05037 0.0000003160
7 0.949 0.0004975 8 0.07239 0.05537 0.0000004614
9 0.8465 0.00049 10 0.00907 0.0762 0.0000016550
11 2.3685 0.002605 12 0.08801 0.09017 0.0000032450
13 3.128 0.0030945 14 0.05613 0.073 0.0000013940
15 1.352 0.0007685 16 0.01816 0.08382 0.0000024230
17 2.6605 0.0039155 18 0.12462 0.0762 0.0000016550
19 4.461 0.007393 20 0.12462 0.0762 0.0000016550
21 4.461 0.007393 22 0.12462 0.0762 0.0000016550
23 2.5875 0.0038615 24 0.01648 0.08382 0.0000024230
25 1.2835 0.0007195 26 0.05641 0.073 0.0000013940
27 3.1325 0.0030995 28 0.08801 0.09017 0.0000032450
29 2.3745 0.0026075 30 0.00942 0.0762 0.0000016550
31 0.8525 0.0004925 32 0.07239 0.05537 0.0000004614
33 0.85 0.000463 34 0.02083 0.05088 0.0000003290
35 0.2025 0.0000375 36 0.00635 0.04326 0.0000001719
37 0.0785 0.000009 38 0.00795 0.04128 0.0000001425
39 0.1695 0.0000245 40 0.0285 0.0381 0.0000001034
41 0.2655 0.000046 42 0.0365 0.03505 0.0000000741
43 0.185 0.00003 44 0.0126 0.0348 0.0000000720
45 0.047 0.000004

Para el rotor del turbocargador, la discretizacion se muestra en la Fig. 3.33. Se puede ver que la
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masa de la flecha también se discretiz6 con el objetivo de obtener una mejor aproximacion de
las frecuencias altas. Los puntos combinados indican que ahi se ubica el centro de masa de cada
componente (turbina, compresor y tuerca), asi como su masa e inercia, mientras que los puntos
negros indican la masa e inercia de cada seccién de flecha repartida en los extremos. En total el
sistema se conforma por 24 estaciones o discos, y 23 campos o elementos eldsticos. La masa de

las estaciones se muestra en la Tabla 3.4.

ik

Fig. 3.33. Seccionamiento del rotor de turbocargador para TMM.

Tabla 3.4. Distribucién de masas del rotor de turbocargador.

No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Masa (kg) | 0.70184 | 0.0083 | 0.00351 | 0.00372 | 0.00996 | 0.015395 | 0.01541 | 0.01751 | 0.01961 | 0.01588 | 0.01215 | 0.012015

No. 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Masa (kg) | 0.01012 | 0.0095 | 0.008775 | 0.008935 | 0.00842 | 0.00429 | 0.003855 | 0.016511 | 0.321746 | 0.01442 | 0.018245 | 0.002535

En la Fig. 3.34 se pueden ver los valores correspondientes a las inercias rotacionales y rigideces
en las que se discretiz6 el rotor del turbocargador. E1 mddulo de elasticidad se consider6 de 200
GPa y una densidad de 7850 kg/m? para la turbina, flecha, bujes y tuerca, mientras que de 71 GPa

y 2770 kg/m? para el compresor. Los bujes y la flecha se modelaron como una sola parte sélida.
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Turbina Compresor
Py [ ]
2 8 2 8 42 o -« - <+ % <« 2 5 3 2 2 % glg 2 9
Sn S 23 88559998 g BOTZ2 g S22 Z
S 0 S0t i B A il i i S il A it Bk il Bt A
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5424 9 |5 30 44 39 55 70 48 25 41 36 33 38 49 390 9 8 55 53 5§ 3
K = (N/m) * 10E+9
1 = (Kg-m?) = 10E-8
'y [ ]
[ = 27377 14699

Fig. 3.34. Modelo de 24 inercias del rotor para TMM.

El algoritmo fue programado en MATLAB y disefiado solo para obtener las frecuencias naturales.

La programacion del algoritmo TMM se muestra en el apéndice C.

3.5. Meétodo de Elemento Finito (FEM)

El rotor del turbocargador fue modelado usando ANSYS, el cual es un software basado en elemento
finito. Se utilizaron 20 nodos y 90 elementos unidimensionales tipo BEAM188. La turbina, el
compresor y la tuerca de presion fueron modelados como constantes reales usando el elemento
tipo MASS21, el cual concentra las masas y las inercias de los componentes mencionados en
sus correspondientes nodos. El médulo de elasticidad y la densidad de los materiales usados para
este analisis fueron los mismos que en el modelo con el TMM. El método de block lanczos fue
usado para la extracciéon modal y los modos fueron normalizados con la matriz de masa. La Fig.
3.35 muestra la discretizacion del rotor, con el correspondiente nimero de elementos e inercias

concentradas.
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m = 0.6955992 kg m = 0.30053934 kg m = 0.00847619 kg

I, =0.00033588kg-m? I, = 0.00022437 kg- m2 I, = 0.00000051 kg - m?
I, = 0.00027357 kg-m2 I, = 0.00014623kg-m? [, = 0.00000028 kg - m?
I, = 0.00027357 kg - m? 1 =0.00014623 kg m? I, = 0.00000028 kg - m?
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Fig. 3.35. Discretizacién FEM del rotor del turbocargador.

La Fig. 3.36 muestra las formas modales o modos de vibracion libre estimados con este método

753.20 Hz =
“‘m ;{‘u‘. | ‘.-""" |

|
!“ “ L]
l1
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L ‘lll ]
w I

m i
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Fig. 3.36. Formas modales estimadas con FEM.
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CAPiTULO 4

Resultados y discusiones

4.1. Modos de la flecha del turbocompresor centrifugo

La Tabla 4.1 muestra la comparacion de las frecuencias naturales de la flecha del turbocompresor
de la Fig. 3.25, correspondiente a los primeros seis modos de vibracion estimados con FEM (consi-
derados como experimentales), también se muestran los estimados por el modelo propuesto simple
en este trabajo para las vibraciones laterales y aquellos estimados por el TMM. Puede observarse
que la estimacion del modelo tedrico simple aproxima los valores FEM, donde el error promedio re-
lativo porcentual fue de 18.87 %. Puede decirse que los resultados del modelo dinamico propuesto

simple para la flecha estdn en buen acuerdo con los resultados simulados.
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Modos de la flecha del turbocompresor centrifugo

Tabla 4.1. Frecuencias naturales (Hz) y errores estimados de la flecha del turbocompresor.

Modo Simulacién Modelo simple MM Error modelo Error
FEM (6 masas) simple (%) TMM (%)
1 398.73 262.44 389.84 34.18 2.22
2 981.69 894.13 949.62 8.92 3.26
3 1614.8 1693.56 1582.98 4.88 1.97
4 2289.8 1770.75 2232.87 22.67 2.48
5 3222.6 2819.74 2927.48 12.5 9.15
6 4463.8 3121.81 4152.94 30.06 6.96
RMS = 21.8% 5.13%

Las Figs. 4.1-4.6 muestran las formas modales estimadas con el modelo propuesto simple de 6
DOFs comparadas con las formas modales experimentales, considerando que el término experi-

mentales se refiere a las simuladas solo para este caso de estudio.

-o-Estimada -e-Experimental

0.6
0.4 4

0.2 1

o T T T T T ‘
] 0.2 WO.S L. 12
0.2 4 .,

-0.4

-0.6 1

-0.8
Posicion axial, (m)

Fig. 4.1. Primer forma modal estimada de la flecha.
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-o-Estimada -e-Experimental
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[
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Fig. 4.2. Segunda forma modal estimada de la flecha.
-o-Estimada -e-Experimental
1
0.8 - -

Posicion axial, (m)

Fig. 4.3. Tercer forma modal estimada de la flecha.
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Fig. 4.4. Cuarta forma modal estimada de la flecha.
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Fig. 4.5. Quinta forma modal estimada de la flecha.
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Modos del rotor de turbocargador
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Fig. 4.6. Sexta forma modal estimada de la flecha.

Los resultados anteriores para la flecha del turbocompresor mostraron que la estimacion del mode-
lo propuesto simple se aproxima, a pesar de que los datos de entrada fueron simulados, pero eso
llevé a tomar la decision de aplicarlo al rotor del turbocargador pero utilizando datos experimenta-

les.

4.2. Modos del rotor de turbocargador

En la Tabla 4.2 se muestran los resultados del modelo general propuesto, correspondiente a tres
grados de libertad, asi como los resultados obtenidos con el modelo OSMA, el cual se propuso para
reducir el error en las estimaciones. El modelo general propuesto (simple) y el método OSMA
(sobremuestreado) se muestran en la secciéon 3.3. En este caso, solo se muestra la comparacion
entre el método simple y el sobremuestreado, donde se puede ver la reduccién en el error de

estimacién con respecto a los experimentos.
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Tabla 4.2. Frecuencias naturales (Hz) estimadas del turbocargador (modelo simple y OSMA).

Modal Modelo simple % Error % Error
Mode OSMA
testing (3 masas) modelo simple OSMA
1 758.39 624.05 789.433 -17.71 4.09
2 2074.85 1571.17 1779.44 -24.28 -14.24
3 5881.14 3454.13 6115.48 -41.27 3.98
RMS = 29.5% 8.85%

Los resultados de las frecuencias naturales estimadas por los diferentes métodos usados en este
trabajo se muestran en la Tabla 4.3, asi como los porcentajes de errores relativos con respecto a los
experimentos. Los errores en las frecuencias naturales con el método OSMA estan en el orden de
métodos usados comunmente, con un RMS de 8.85 %. Aunque el error del segundo modo es més

alto, hay trabajos que muestran que la magnitud de este error esta dentro del orden en la literatura.

Tabla 4.3. Frecuencias estimadas comparadas con otros métodos numéricos.

Modo Mo‘dal TMM 1D-FEM OSMA %TMM %I1D-FEM %OSMA
testing
1 75839 75743 75320  789.43 -0.13 -0.68 4.09
2 2074.85 2114.52 2030.82 1779.44 1.91 -2.12 -14.24
3 5881.44 5500.72 5321.80 611548  -6.47 -9.51 3.98

M. Yu et al. obtuvieron las frecuencias naturales de los cimientos de un sistema rotor usando la
aproximacion de matriz diagonal de masa y la aproximacién de matriz general [59], con un error
del primer modo flexible de 20 % y 2.2 % usando el primero y segundo método respectivamente,
comparando los resultados con ANSYS. R. K. Behera et al. estimaron las frecuencias naturales de
una viga en cantilever usando FEM [60], donde se mostraron errores de hasta 4 % en las primeras
tres frecuencias naturales en relacién con resultados experimentales. A. Entezari et al. calcularon
las frecuencias naturales de un rotor con 3 discos con diferente didmetro, espesor y una flecha

uniforme [61], donde se muestran errores de hasta 12.36 %, usando varios modelos en 1D FE con
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Carrera Unified Formulation (CUF) en relacién con 3D FEM en ANSYS. F. Bakhtiari-Nejad et
al. usaron una estimacion analitica basada en el método de Rayleigh para calcular las frecuencias
naturales y formas modales de una viga con diferentes configuraciones de grietas [62]. Errores re-
lativos de hasta 66 % con respecto a un método numérico exacto fueron mostrados, considerando
las primeras tres frecuencias naturales y las grietas mds profundas. H. J. Kang et al. propusieron
un modelo dindmico para vibracion libre de puentes de arco basados en el TMM, para calcular las
frecuencias naturales y formas modales [63]. Se mostraron errores de hasta 4.2 % con respecto a
FEM analizando las primeras siete frecuencias naturales y diferentes condiciones de frontera. R.
Tamrakar y N. D. Mittal mostraron que el efecto de deformacion y la inercia rotativa mejoran la
prediccion del desempefio dindmico de un sistema rotativo [64]. Se mostré que cuando se utilizan
diferentes teorias (Euler-Bernoulli, Rayleigh, y Timoshenko) para modelar el elemento viga, se
observan errores de hasta 10.23 % en las frecuencias naturales en relacion a mediciones experi-
mentales. G. Mogenier et al. calcularon los pardmetros modales de un rotor usando un modelo FE
ramificado [65]. Las frecuencias naturales estimadas mostraron un error de hasta 6.5 % compara-
das con mediciones. M. H. Jalali et al. determinaron las frecuencias naturales de un rotor usando
un modelo 1D-beam [66]. Las frecuencias naturales mostraron errores de hasta 22 % con respecto
a 3D FEM vy de hasta 13 % con resultados experimentales. M. Boiangiu et al. usaron el TMM para
un andlisis de vibracién de una viga cénica en cantilever [67]. Considerando elementos cilindricos,
el error porcentual en las primeras cinco frecuencias naturales vari6 de 2.2 a 7.3 % en relacion a
mediciones. A. Bencomo Angeles et al. calcularon las frecuencias naturales de un rotor flexible
experimental con un TMM modificado [68]. Se reportaron errores de hasta 6.62 % en relacién con
andlisis modal experimental, y de hasta 12.41 % con respecto a mediciones run-down. D. Violante
et al. calcularon las frecuencias naturales y formas modales de rotores flexibles con el TMM [69].
Se reporté un error de hasta 14.4 % en las frecuencias naturales comparando con un banco de
pruebas experimental, y de hasta 4.9 % con respecto a un rotor de turbina de gas real. H. Y. Lin
propuso un método de ensamble numérico (NAM) para investigar la vibracion libre de una viga de
Timoshenko con multiples masas puntuales y diferentes tipos de resortes [70]. Se mostraron erro-
res de hasta 82 % en las frecuencias naturales con respecto a la viga Euler-Bernoulli y diferentes

configuraciones de masas puntuales, inercias y resortes. En un trabajo mas reciente por M. Yu et
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al. [71], se mostraron errores de 0.74-10.88 % en las primeras cinco frecuencias para la base de un
sistema rotativo, las cuales se estimaron con pruebas de impacto y comparadas con resultados en

FEM.

Los instrumentos de medicion sin contacto, como los tipo l4ser, se volveran una opcion mas viable
debido a su alta precision, no intrusividad y velocidad de medicion [4]. Por lo tanto, el modelo
propuesto en este trabajo no tendria complicacion debido a que los desplazamientos de las formas
modales, las cuales se usan como datos de entrada, serian mas facilmente y precisamente detecta-

dos.

Se ha mostrado que la estimacion de encontrar determinantes igual a cero puede mejorarse con
algoritmos recursivos [36], por lo que podria ser un camino para reducir el error de las frecuen-
cias naturales estimadas mediante la modificacion de los valores de rigidez en la matriz de rigidez
dindmica para cada seccién del modelo propuesto en nuestro trabajo. Los efectos de contacto so-
bre la rigidez del sistema, asi como coeficientes de correccidn, pueden ser usados para mejorar la

estimacion de valores propios, como se ha mostrado en otros estudios [32,72].

La tendencia de las formas modales estimadas es aproximada; sin embargo, no excede la estima-
cion de las formas modales con FEM. El criterio MAC (Modal Assurance Criterion) para evaluar
la similitud entre dos formas modales, fue utilizado tanto para las estimadas con el modelo simple
de 3 masas como para las estimadas con el método OSMA. Ambos métodos se compararon con
las medidas experimentalmente. Las Figs. 4.7, 4.8 y 4.9, muestran los resultados de los modos de
vibracion estimados con el modelo simple de 3 masas con respecto a los modos experimentales.
Las Figs. 4.10, 4.11 y 4.12, muestran las matrices MAC para las formas modales experimentales
con 3 puntos, las formas modales estimadas con el modelo simple de 3 masas, y la comparacion de
las formas modales estimadas con las experimentales para el modelo simple, respectivamente. Los
valores MAC para los modos estimados con el modelo simple con respecto a los experimentales

resultaron en 13 %, 34.83 % y 51.32 % para el 1°, 29° y 3°" modo de vibracién, respectivamente.

Resultados y discusiones 72



@

Modos del rotor de turbocargador CiDESi
--Estimada --Experimental
1
0.5
0 \ T T T / 1
. 0. 0.1 5 0.2 0.25
-0.5
-1 Tt
-1.5 i .
Posicion axial, (m)
Fig. 4.7. Primer modo estimado con el modelo simple de 3 masas.
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Fig. 4.8. Segundo modo estimado con el modelo simple de 3 masas.
Resultados y discusiones 73



Modos del rotor de turbocargador GiDESi

--Estimada --Experimental

1
05 decceccmmmmmm=="" eemmm =
0 - .
0.05 0.1 15 0.2 025
-0.5 ~
-1

Posicion axial, (m)

Fig. 4.9. Tercer modo estimado con el modelo simple de 3 masas.
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Fig. 4.10. Matriz MAC de modos Exp-Exp del modelo simple.
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Fig. 4.11. Matriz MAC de modos Est-Est del modelo simple.
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Fig. 4.12. Matriz MAC de modos Est-Exp del modelo simple.

Las Figs. 4.13, 4.14 y 4.15, muestran los resultados de los modos de vibracion estimados con el
método OSMA de 9 DOFs con respecto a los modos experimentales. Las Figs. 4.10, 4.11 y 4.12,
muestran las matrices MAC para las formas modales experimentales con 9 puntos, las formas
modales estimadas con el modelo OSMA, y la comparacion de las formas modales estimadas con
las experimentales para el modelo OSMA, respectivamente. Los valores MAC para los modos
estimados con el modelo OSMA con respecto a los experimentales resultaron en 43.16 %, 36.02 %

y 18.74 % para el 1°, 2%° y 3°" modo de vibracién, respectivamente.
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Posicion axial, (m)

Fig. 4.13. Primer modo estimado con el modelo OSMA de 9 DOFs.

-~-Estimada --Experimental

0.5

0.25

-1 -

Posicion axial, (m)

Fig. 4.14. Segundo modo estimado con el modelo OSMA de 9 DOFs.
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Fig. 4.15. Tercer modo estimado con el modelo OSMA de 9 DOFs.
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Fig. 4.16. Matriz MAC de modos Exp-Exp del modelo OSMA.
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Fig. 4.17. Matriz MAC de modos Est-Est del modelo OSMA.
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Fig. 4.18. Matriz MAC de modos Est-Exp del modelo OSMA.

Las formas modales estimadas en este trabajo mantienen la tendencia de las formas modales esti-
madas por FEM en el trabajo de H. Taplak y M. Parlak [17], donde solo los primeros cuatro modos
fueron analizados y bajo condiciones soportadas. Los modos también se asemejan a aquellos esti-
mados en el trabajo de M. H. Jalali et al. [66], los cuales fueron obtenidos por el modelo de viga y
en condicion de reposo. Los nueve puntos de medicion considerados en las formas modales expe-
rimentales en nuestro trabajo, coinciden con el niimero de puntos en el trabajo de Y. Li et al. [73],
en el cual se obtuvo un error de hasta 10.88 % en la estimacién de las frecuencias naturales, pero
buena aproximacion en las formas modales. Estos trabajos mencionados para contrastar las formas

modales, usan rotores similares al utilizado en nuestra propuesta.
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CAPITULO 5

Conclusiones

En el modelo OSMA propuesto en esta investigacion, las formas modales experimentales de un
rotor de alta velocidad son sobremuestreadas para conseguir una mejor aproximacion espacial, y
tedricamente, el rotor es seccionado y después acoplado para modelar el sistema completo usando
un numero reducido de grados de libertad. Este criterio de sobremuestreo puede ser usado para
reducir el error en las estimaciones de las frecuencias naturales y para obtener una primera aproxi-
macion de las formas modales. En este trabajo se presenté el modelo robusto o raiz, sin embargo,
pueden utilizarse algoritmos recursivos y coeficientes de correccion usando el amortiguamiento
del sistema, para mejorar la aproximacion de las formas modales y reducir ain més el error en las

frecuencias naturales estimadas.

El modelo no requiere un conocimiento profundo de la geometria y tampoco consume demasiados

recursos computacionales.

El trabajo futuro consiste en que cada seccion analizada con el modelo OSMA se aproxime por si

sola a las frecuencias naturales y a su respectiva seccion de forma modal, con el objetivo de reducir
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aun mas el error en las frecuencias y estimar mejor las formas modales completas.

Conclusiones
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APENDICE A

Algoritmo del modelo simple aplicado a la flecha

El algoritmo que se muestra a continuacion fue programado para resolver las frecuencias naturales
y formas modales de la flecha del turbocompresor centrifugo mostrado en la Fig. 3.25, utilizando
la formulacién del modelo general propuesto (modelo simple) con 6 grados de libertad o masas.
El vector MKA corresponde al vector de rigideces y masas, valores que después de calcularse se

sustituyen en la matriz de rigidez dindmica para obtener los valores y vectores propios.

clear all

mT=33; %$Masa total [kg]
wn=[2505.3,

6168.15,

10146.11,

14387.27,

20248.24,

28046.94]; $Frecuencias naturales experimentales [rad/seq]
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Xml=([0.467, 0.074, -0.13, -0.196, 0.018, 0.515;
-0.484, 0.074, 0.156, -0.058, -0.119, 0.591;
0.641, -0.164, 0.008, 0.183, -0.155, 0.92;
-0.592, 0.134, -0.175, 0.072, -0.01l6, 0.889;
0.433, -0.032, 0.13, -0.166, 0.118, 0.656;
-0.113, -0.017, 0.014, -0.027, 0.048, 0.203]); %Formas modales exp.
n=size(wn, 2);
nl=2*n+1;
n2=n"2;
n3=2x*n;
Y=ones (n2,1);
for i=1:1:n
Xm(i, :)=Xml (1, :)/ (norm(Xml (i, :)));
end
for k=1:1:n
for i=1:1:n
for j=1:1:n
if (i==7)
if (i==1)
BX (i+ ((k=1) *n), j)=Xm(k, J);
else
BX (i+ ((k=1)*n), j)=Xm(k, J)-Xm(k, j-1) ;
end
if (i==n)
BX (i+ ((k=1) *n), j+1)=Xm(k, j) ;
else
BX (i+((k=-1)*n), j+1)=Xm(k, j) -Xm (k, j+1) ;
end

BX (i+((k=-1)*n), jtnt+l)=—(wn(l,k)»wn(l,k))*xXm(k, J);

Algoritmo del modelo simple aplicado a la flecha 82



end

end

end
end
BXp=BX'’ xinv (BX*BX"’) ;
BXi=inv (BXp*BX) *BXp;
MK=abs (BX1) xY;
ma=0;

for i=1:1:n

ma=MK (n+1+1) +ma; %$Sumatoria de masas
end
MKA= (mT/ma) *MK %$Vector de rigideces y masas normalizado
e=1000; $Declaracidén de error inicial
1=1; $Declaracidén del contador recursivo
ag=3; %$No de ciclos del algoritmo recursivo
p=zeros (1, q); %Vector de factores de ajuste
p(l)=2; %$Factor de Ajuste

while (1l<=q)
for i=1:1:n3
if (i<=n)
A(i,i+n)=1;
else
for 3j=1:1:n3
if (i-n==7)
A(i,J)=—(MKA(J)+MKA (J+1))/ (MKA (n+1+73));
if (J==1)
else
A(i,3-1)=(MKA(3)) /MKA (n+1+7);

end

Algoritmo del modelo simple aplicado a la flecha 83



end

if (j==n)
else
A(i,d+1)=(MKA (j+1))/MKA (n+1+7);
end
end
end

end

[b,all=eig(A);

az=eig (A7) ;

al=imag(a2) ;

wn;

bcl=

for

end

wn

abs (b) ;
k=1:1:n
for j3j=1:1:n
Xmecl (k, Jj)=bcl (k+n, j+1);
end
Xme (k, :)=Xmcl (k, :)/ (norm (Xmcl (k, :)));
a(k)=abs (al(2xk));

%$Vector de frecuencias naturales estimado

%Vector de frecuencias naturales experimentales

e=wn-—a; $Error
p(l+1l)=wn/a; $Factor de ajuste
if (1<q)

for i=1:1:n+1
MKA (1) =MKA (i) *»p (1) ; %$Ajuste de las riguideces

end

Algoritmo del modelo simple aplicado a la flecha
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end
1=1+1; %Contador de iteraciones
end
MKA %¥Vector de rigideces y masas normalizado

Algoritmo del modelo simple aplicado a la flecha
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APENDICE B

Algoritmo del modelo simple y OSMA aplicado al rotor

El algoritmo utilizado para calcular los pardmetros (rigideces y masas) del rotor del turbocargador,
con el modelo simple de 3 masas, es el mismo usado para la flecha del turbocompresor centrifugo
pero con 3 grados de libertad. A continuacién se muestra el algoritmo del modelo simple y su

vector de parametros de rigideces y masas.

Modelo simple 3 DOF's

clear all

mT=1.24883; %Masa total del rotor [kg]

wn=[4765.147852,

13036.70916,

36952.43004]; %Frec. nat. experimentales [rad/seg]
%${Desplazamientos de formas modales en ubicaciones (1,5,9)

Xm=[0.000303, 0.000347, 0.000431;
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1.68516E-05, 0.000012552, 0.00003317;
5.3746E-07, 3.7508E-06, 1.1085E-06];
}

n=size(wn, 2);

o

nl=2+n+1;
n2=n"2;
n3=2%*n;
Y=ones (n2,1);
for k=1:1:n
for i=1:1:n
for j=1:1:n
1f (i==])
if (i==1)
BX (i+ ((k=1)*n), j)=Xm(k, J);
else
BX (i+ ((k=1)*n), j)=Xm(k, J) —-Xm(k, j-1);
end
if (i==n)
BX (i+ ((k=1)*n), j+1)=Xm(k, J) ;
else
BX (i+ ((k=1)*n), j+1)=Xm(k, j) —Xm (k, J+1) ;
end
BX (i+ ((k=1)+*n), j+n+l)=—(wn (1, k) »wn (1, k) ) *Xm(k, J) ;
end
end
end
end
MK= abs (BX\Y); %Vector de rigideces y masas

ma=0;
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for i=1:1:n
ma=MK (n+1+i) +ma;
end
MKA= (mT/ma) *MK %Vector de rigideces y masas normalizado
for i=1:1:n3
if (i<=n)

A(i,i+n)=1;

else
for 3j=1:1:n3
if (i-n==7)
A(i, J)=—(MKA(J)+MKA (J+1))/ (MKA (n+1+73));
if (J==1)
else
A(i,3-1)=(MKA(]))/MKA (n+1+7);
end
if (j==n)
else
A(i, j+1)=(MKA (j+1)) /MKA (n+1+3);
end
end
end
end
end
[a,b]l=eig(A);
b=eig (A7) %$Frecuencias naturales estimadas
a=abs (a) $Formas modales estimadas

En la siguiente ecuacion se muestra el vector MKA de pardmetros (rigideces y masas) estimado.

Algoritmo del modelo simple y OSMA aplicado al rotor 88



®

Q

(
216320000 ks
700520000 ko
254190000 ks

MKA = 2320000 k4
0.667 my
0.2604 Mo
0.3214 ] ms

El algoritmo para resolver el modelo OSMA se muestra a continuacidn. Se muestran las esimacio-

nes de los parametros de la seccion 1, 2 y 3, las cuales se representan en la Fig. 3.31.

Modelo OSMA 9 DOFs
Seccion 1

clear all

mT=0.7659; %$Masa de seccidén 1 [kg]
wn=[4765.147852,

13036.70916,

36952.43004]; %Frecuencias naturales [rad/seqg]
%{Desplazamientos de forma modal en seccidn 1
Xm=[0.000303207, 0.000269567, 0.00034463;
0.000016851642, 0.000022364, 0.000017585;
0.00000053746, 0.00000021923, 0.00000241311;

}

o\

n=size(wn, 2);
nl=2+n+1;

n2=n"2;
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n3=2x*n;
Y=ones (n2,1);
for k=1:1:n

for i=1:1:n

for j=1:1:n

if (i==1)
BX (i+ ((k=1)+*n), j)=Xm(k, j);
else
BX (i+ ((k=1)*n), j)=Xm(k, J)-Xm(k, j=-1) ;
end
if (i==n)
BX (i+ ((k=1) *n), j+1)=Xm(k, j) ;
else
BX (i+((k=1)*n), J+1)=Xm(k, j) -Xm (k, j+1);
end
BX (i+ ((k=1)*n), j+n+l)=—(wn (1, k) *wn (1, k) ) »Xm(k, J);
end
end
end
end
MK= abs (BX\Y); %Vector de rigideces y masas sin normalizar
ma=0;
for i=1:1:n
ma=MK (n+1+i) +ma;
end

MKA= (mT/ma) *MK %$Vector de rigideces y masas normalizado
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Las secciones 2 y 3 llevan el mismo procedimiento, solo se cambia el valor de la masa mT y los
desplazamientos de las formas modales en Xm, correspondiente a cada seccion. A continuacion se
muestran los valores de mT y Xm para las secciones 2 y 3 del rotor del turbocargador, considerando
que todo lo restante del algoritmo es igual al mostrado en la seccién 1. En general, es sustituir los
valores mostrados a continuacion en el algoritmo de la seccion 1 y resolver para obtener el vector de
parametros MKA correspondiente a cada seccidn en particular. En total serdn tres vectores MKA,

uno para cada seccion, los cuales serdn acoplados posteriormente en otro proceso independiente.

Seccion 2

mT=0.079604; %Masa de seccidn 2 [kg]

% {Desplazamientos de forma modal en seccidn 2
Xm=[0.00034463, 0.000347047, 0.00029191;
0.000010229, 0.000012552, 0.000023906;
0.0000036971, 0.0000037508, 0.00000304971];

}

o\

Seccion 3

mT=0.40323; %Masa de seccidén 3 [kg]

% {Desplazamientos de forma modal en seccidén 3
Xm=[0.000188169, 0.000005378, 0.00043119;
0.00002836, 0.000018816, 0.00003317;
0.00000035613, 0.00000048997, 0.0000011085];

}

o\

Matriz de estados con acoplamiento de parametros

Los valores y vectores propios de esta matriz corresponden a las frecuencias naturales y formas

modales estimados con el método OSMA. Se seleccionaran aquellas frecuencias y modos mas
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parecidos a los modos experimentales.

i 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
184610004-81791000 81791000
o 0.5J613 0.5013 0 0 0
81791000 __ 81791000+36580000 36580000 0 0
0.0998 0.0998 0.0998
0 36580000 __ 36580000+6250160 6250160 0
0.1649 0.1649 0.1649
0 0 6250160 _ 6250160+6191400 6191400
0.0242 0.0242 0.0242
6191400 6191400+1608300
0 0 0 0.026 B 0.326
1608300
0 0 0 0 0.0294
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
i 0 0 0 0 0
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APENDICE C

Algoritmo del modelo TMM (solo para frecuencias)

Este apéndice muestra el algoritmo programado para resolver el modelo TMM, tanto para la flecha
del turbocompresor centrifugo como para el rotor del turbocargador, el cual solo obtiene las fre-
cuencias naturales. Los parametros utilizados para modelar la flecha se muestran en la Tabla 3.3,
mientras que los correspondientes al rotor del turbocargador se muestran en la Tabla 3.4 y la Fig.
3.34. A continuacion se muestran el algoritmo raiz, y las funciones correspondientes que manda
llamar dicha raiz. Es importante que los pardmetros de entrada se acomoden especificamente en el
orden que muestra la Tabla 3.3 y que el archivo sea en formato de Excel y se guarde en la misma
carpeta que el script y las funciones, con el nombre de “prueba”. El script raiz lleva por nombre
“read”, la funcion de la matriz de campo se guarda como “mat” y la funcién de la matriz de punto

se guarda como “disc”.

Script Raiz

hl = xlsread(’'prueba.xlsx’,1,’B2:B50");
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h2 = xlsread(’'prueba.xlsx’,1,’D2:D50");
h3 = xlsread(’prueba.xlsx’,1,’'E1l");
p=1;

for i=1l:length(hl)
1=hl(1);
I=h2(1);

E=h3;

B=mat (1,E,I);

C(p) .m=B;
p=p+1;
end

ml = xlsread(’'prueba.xlsx’,1,’"A2:A50");
m2 = xlsread(’'prueba.xlsx’,1l,’F2:F50");
for i=1:(length(ml))

Memoria (ml (i) )=1;

end

Memoria (m2 (end) ) =0;

dl= xlsread(’'prueba.xlsx’,1,’G2:G50");

d2= xlsread(’'prueba.xlsx’,1l,’H2:H50");

g=length (Memoria) ;
k2=1;
k3=1;
k5=1;
u=0.1;

fy (1)=1;

Algoritmo del modelo TMM (solo para frecuencias)
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fy (2)=1;
rs=1;
wm=100; $Rango de busqueda de frecuencias: frecuencia minima

wM=40000; S%Rango de busqueda de frecuencias: frecuencia maxima
t=[3,7,4,8]; %DOFs para vibracidén libre (Mn=0, Vn=0, Mo=0, Vo=0)
A=[1 0 0 0;01 0 0;0010;00011;

for w=wm:0.1:wM

for r=1:g

if Memoria(r)==
B=C (k2) .m;
k2=k2+1;
A=A%*B;

else

I=d2 (k3);

m=dl (k3);
k3=k3+1;
B=disc (I, m,w);
A=Ax*B;

end

end

x= det ([A(t (1)) A(t(2));A(t(3)) A(t(4))]);

if (rs<3)
fy(rs)=x;
rs=rs+l;

else

Algoritmo del modelo TMM (solo para frecuencias)
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fty (1)=£fy (2);
fy (2) =x;

end

if (sign(fy (1)) = sign(fy(2)))
u=[u;w];

end

A=[1 0 0 0;01 0 0;0010;,00017];
B=[1 0 0 0;0 1 0 0;0 O 1 0,00 0 11;

end

Funcion de la matriz de campo

function y=mat (1,E,I)
y=[1 1 (172)/(2+«E+xI) —(1"3)/(6xExI);0 1 1/(ExI) —-(1"2)/(2«E+xI);0 0 1 -1;0 0

end

Funcion de la matriz de punto

function y=disc (I, m,w)
y=[1 0 0 0;0 1 0 0;0 -I*xw"2 1 O;-mxw™2 0 0 1];

end
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