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RESUMEN

Conforme pasa el tiempo, y también los avances tecnologicos, principalmente los
informaticos, la ingenieria es una parte importante de la ciencia que ha coincidido con otras
areas del conocimiento con las cuales puede generar una sinergia para ayudar a que la
calidad de vida de los individuos mejore notablemente, aunque en el presente trabajo no
haya una aplicacién directa en un problema real, si sienta las bases para la reconstruccion

3D de un objeto, para una posible aplicacion posterior.

Este trabajo propone una técnica para reconstruir imagenes en 3D, utilizando transformada
Wavelet unidimensional, tres de ellas principalmente, la Morlet, la Shannon y la B-Spline,
se mostraran resultados graficos de cada una de ellas con dos tipos de objetos, virtuales y

reales.

Se plantea la hipotesis de que puede desarrollar un algoritmo usando Transformada
Wavelet 1D para obtener la informacion 3D en el procesamiento de imégenes, y que
considere la etapa de desdoblamiento de fase.

Se hace una breve descripcion de las transformaciones comenzando con la Transformada
de Fourier y llegando hasta la Transformada Wavelet, herramientas matematicas que han
sentado las bases para la reconstruccion de objetos y que de esta Gltima nos serviremos
para hacer las reconstrucciones respectivas. En el trabajo se propone usar alguna de las
Transformadas Wavelets, la Morlet, la Shannon y la B-Spline, por ser transformadas

complejas continuas y se delimitaran a hacer uso de ellas de manera unidimensional.

La finalidad de la técnica es proyectar patrones de franjas, las cuales como se vera en el

trabajo llevan una relacion entre una buena reconstruccién y proyectarle franjas al objeto
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que sean una potencia de dos. Para después calcular la frecuencia espacial f, y poder

conocer la altura que tiene el objeto y poder realizar la reconstruccion.

Finalmente se hacen pruebas con algunos objetos virtuales y reales, para hacer un
comparativo entre ellas y verificar la confiabilidad de la Transformada Wavelet con
respecto de la Transformada de Fourier, y poder concluir que se pueden reconstruir
iméagenes en 3D usando una herramienta no tan explorada y que puede sentar las bases para
investigaciones posteriores utilizando por ejemplo la Transformada Wavelet bidimensional

o tridimensional.
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ABSTRACT

As time passes, and technological advances, primarily computer development, the
engineering is an important part of science that has coincided with other areas of
knowledge which can generate a synergy and helps improve significantly the life quality
of individuals; although in this study no direct application to a real problem is considered,

the basics of 3D object reconstruction is studied for further applications.

This research proposes a technique to perform the 3D object reconstruction using one-
dimensional wavelet transform, where three different wavelets are considered; Morlet,

Shannon and B-Spline, also, graphical results are displayed using virtual and real objects.

It is hypothesized that an algorithm can be developed using 1D Wavelet Transform for 3D

information in image processing, and using the phase unwrapping stage.

A brief description of the Fourier Transform and Wavelet Transform is presented,
mathematical tools that have laid the fundamentals of the object reconstruction, and those
tools are used to make the 3D models. The research proposes to use some of the Wavelet
Transform, the Morlet, the Shannon and the B-Spline, being a continuous complex

transformed and delimited to make use of it so dimensional.

The purpose of the technique is to project fringe patterns, which as discussed in the work
establish a relationship between a good reconstruction and projected fringes to be a power
of two. Then, the spatial frequency f, is estimated because this frequency has a direct

relationship with the object’s height.
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Finally the tests with some real and virtual objects are performed to make a comparison
between them, and verify the reliability of the wavelet transform with respect to the Fourier
transform, and to conclude that images can be reconstructed in 3D using the proposed
methodology. This research provides the basis for further work using the wavelet transform

such as bidimensional or tridimensional Wavelet Profilometry.
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Introduccion

1.1.  Definicién del proyecto

A donde quiera que miremos hay sefiales que podemos analizar: tremores sismicos, el discurso
humano, vibraciones de maquinas, imagenes médicas, datos financieros, masica, fotografias de

objetos y muchos otros tipos de sefiales.

Estudiar estas sefiales no es una tarea sencilla, sobretodo porque éstas tienen ruido o perturbaciones
que hace que, al analizarlas, la informacion que se obtiene de ellas no sea la que se espera para el
tratamiento y procesamiento de sefiales. El ruido esta inherente en el medio y por lo tanto una de

las tareas en el procesamiento de sefiales es disminuir su efecto en la informacion que se analiza.

Hoy en dia, el procesamiento de sefiales representa una herramienta utilizada en una amplia
variedad de aplicaciones, tales como sistemas de comunicacion, sistemas de control,
procesamiento de sonido, de voz, de imégenes, de video, entre otras.

Dentro de estas aplicaciones, los procesadores de sefiales representan un elemento esencial en el
funcionamiento de diversos dispositivos como por ejemplo los teléfonos celulares, las camaras
digitales, los televisores de alta definicion. Estos dispositivos tienen como medio de presentacion
de sus aplicaciones a las iméagenes, algunas de ellas serian muy dtiles si se visualizaran

tridimensionalmente.

Hay diversas técnicas que se utilizan para el tratamiento o procesamiento de imagenes, entre ellas
esta la de aplicar la Transformada de Fourier, que es una técnica ampliamente conocida para estos
fines. Esta transformada es muy util para sefiales estacionarias, pero no lo es tanto para el analisis
de sefiales transitorias, es por ello que se propone analizar sefiales, en particular imagenes

tridimensionales, con otra herramienta, la Transformada Wavelet.

Maria Eugenia Quintanar Pérez 2



O... o T ~—
., X >z
Reconstruccion 3D iﬁi&% « ID)E( )
Usando Transformada Wavelet

CIENCIARTECHOLOSIA I A— —

B\

La Transformada Wavelet, es una transformada que tiene como ventaja que se adecua a sefiales no
estacionarias. Algunas aplicaciones de la Transformada Wavelet son el analisis de sefiales
electrocardiograficas, sismicas, de sonido, de radar, compresion y procesamiento de imagenes y

reconocimiento de patrones.

Es por ello que en este trabajo se presenta una metodologia para la reconstruccion tridimensional
de objetos que tienen un patron de franjas proyectado, mediante el tratamiento digital de imagenes,
usando Transformada Wavelet.

1.2.  Justificacion

Para el procesamiento de imagenes e inferencia de informacion tridimensional, hay dos tipos de

métodos: los pasivos y los activos, Ilamados también de no contacto y de contacto respectivamente.

Los métodos pasivos hacen la reconstruccion tridimensional de un objeto a partir de imagenes
tomadas desde diferentes puntos de vista del objeto a reconstruir; dentro de las técnicas de este
método estan:

e proyeccion por foco,

e profundidad de foco, y

e Vision estéreo.

Los métodos activos se basan en el principio de triangulacion, es decir, proyectan energia en la
escena Yy detectan la energia reflejada; entre las técnicas mas usadas es encuentran:

e |os radares,

e la proyeccion de franjas,

e laluz estructurada, o a través de laser, triangulacion,

e metodos de proyeccion de luz 2D,

e metodos de proyeccion de franjas.

Maria Eugenia Quintanar Pérez 3
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Dentro de los métodos de proyeccién de luz 2D se encuentran los relativos a la interferometria.
Mientras que, dentro de los métodos de proyeccion de franjas, también llamados skeleton, se
encuentran las técnicas que usan la Transformada de Fourier, que son las técnicas de proyeccion

de luz estructurada.

Las técnicas mas usadas son las relativas a la Transformada de Fourier, debido a que usualmente
se representa una sefial mediante una funcion que depende del tiempo o de la frecuencia. El que
una sefial se represente por su Transformada de Fourier tiene sus ventajas, entre ellas, esta que sus
resultados son satisfactorios para funciones periodicas y que sean suficientemente regulares, su

duracion en el tiempo es infinita y detecta frecuencias que han sido determinadas previamente.

Pero este método también tiene sus desventajas, entre ellas se encuentra que los resultados no son
muy satisfactorios para sefiales no estacionarias, los resultados se dan en el dominio del tiempo o
en el dominio de la frecuencia, pero no en ambos y sobre todo no se obtiene informacion de la

evolucion en el tiempo del espectro de fase.

Previendo este ultimo detalle acerca de la Transformada de Fourier para el procesamiento de
iméagenes, se introdujeron modificaciones a ésta; tal es el caso de la Transformada de Fourier con
Ventana Deslizante, que la propuso Gabor en 1940; esta modificacion no es otra cosa que la
Transformada de Fourier en un corto periodo de tiempo, la ventaja que se obtuvo de esta
transformada fue que puede localizar una singularidad que exista en la sefial, mientras que una
desventaja es que solo se conoce el intervalo donde se produce ésta y no va mas alla, ademas que

no se distinguen los diferentes comportamientos que puede haber dentro de una misma ventana.

Conforme fue pasando el tiempo se fueron desarrollando nuevas técnicas para el procesamiento
de sefiales, de tal manera que se transforma una sefial de su base temporal a una base en las
frecuencias, tal técnica se basa en onduletas (Wavelets), estas nuevas onduletas o wavelets simulan
la Transformada de Fourier con Ventana Deslizante con la ventaja adicional que pueden dilatarse
0 contraerse, y trasladarse a partir de una onda finita, Ilamada Wavelet madre, ademas que es capaz

Maria Eugenia Quintanar Pérez 4
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de concentrarse en fendmenos transitorios y de alta frecuencia con un mejor resultado que la

Transformada de Gabor.

Dentro de las ventajas de esta técnica se encuentran:

e Lasefal se mapea en una representacion de tiempo—escala;

e Setiene un tamarfio de ventana adaptado a las frecuencias, es decir, no es necesario aplicar
a toda la sefial el mismo tamario de la ventana, sino que puede adaptarse dependiendo de
las frecuencias de la sefal;

e La funcion y su transformada se encuentran en un intervalo finito y, por lo tanto, no hay
pérdida de informacion al aplicar la Transformada Wavelet Inversa;

o El espectro temporal de las sefiales se conserva y provee un andlisis de multiresolucion

con ventanas dilatadas.

Como la Trasformada Wavelet tiene la habilidad de analizar a la sefial por frecuencias, el analisis
de las frecuencias de mayor rango se realiza usando ventanas angostas, mientras que el de las

frecuencias de menor rango se hace usando ventanas anchas.

La metodologia que se presenta en esté trabajo, se sustenta en aplicar la Transformada Wavelet
como una opcion en la reconstruccion 3D de un objeto, y tendrd como medio el calcular la fase
del mismo. De este proceso, se ha llevado a cabo un estudio previo acerca de lo que se ha hecho

con anterioridad para este problema:

Entre ellos se encuentran Jingang Zhong y Jiawen Weng, que en el 2004 introducen la Wavelet
Gabor para el desdoblamiento de fase, posteriormente Chenggen Quan, Cho Jui Tay, y Lujie Chen
en 2005 estiman la densidad de franjas con la transformada Wavelet Continua y ademas introducen
la Wavelet Morlet.

En el 2006, L.R. Watkins, trabaja con las caracteristicas de la transformada Wavelet Continua, y
en ese mismo afilo Munther A. Gdeisat, David R. Burton, y Michael J. Lalor, proponen una nueva

técnica para el desdoblamiento de fase usando la Transformada Wavelet Continua en 2D, trabajan

Maria Eugenia Quintanar Pérez 5
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con la Wavelet Morlet Compleja y en el 2008 se introduce la Wavelet Haar para el tratamiento de

iméagenes con franjas proyectadas por Xiang Zhou y Hong Zhao.

En la basqueda bibliografica que se realizd, se observé que las wavelets madres con las que se ha
trabajado requieren pardmetros de escalamiento y de traslacion; pero no se ha encontrado el
parametro que funcione para todas las imagenes, es por ello que se propone ademas que se haga
una propuesta de analisis para la optimizacion de parametros, es decir, lo que se desea es aplicar

la Transformada Wavelet para mejorar el procesamiento de imagenes y su reconstruccion 3D.

1.3.  Hipotesis

Se puede desarrollar un algoritmo usando Transformada Wavelet 1D para inferir la informacion
3D de objetos que tienen proyeccion de franjas mediante el procesamiento digital de imagenes, y

que considere la etapa de desdoblamiento de fase, la cual determinara la altura del objeto.

1.4.  Objetivos

El objetivo general del presente trabajo es:
e Desarrollar un algoritmo de desdoblamiento de fase utilizando alguna Transformada

Wavelet.

De este trabajo se desprenden varias actividades:
e Proponer una metodologia para la reconstruccion 3D en dos tipos de objetos: virtuales y
reales.
e Desarrollar una rutina para contar el numero de franjas que fueron proyectadas sobre un
objeto, para su posterior reconstruccion.

e Desarrollar una rutina para el calculo de la frecuencia espacial f;.

Maria Eugenia Quintanar Pérez 6
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e Utilizar los diferentes tipos de Wavelets que se ocupan para el proceso de reconstruccion
3D (Morlet, Shannon, B-Spline).

1.5.  Alcances y limitaciones

En el presente trabajo de tesis, se propone el desarrollo de un algoritmo de reconstruccion
tridimensional de objetos virtuales y reales que tienen proyectados patrones de franjas, mediante
la Transformada Wavelet. Para ello es necesario realizar el proceso en varias etapas, entre las
cuales es necesario realizar las siguientes actividades:

e Definir la transformada Wavelet, de manera formal, asi como las diversas Wavelets.

e Explicar los fundamentos del procesamiento de iméagenes

e Calcular el nimero de franjas proyectadas a una imagen.

e Calcular la frecuencia espacial fj.

e Explicar la perfilometria Wavelet.

e Aplicar la metodologia propuesta a objetos virtuales (creados por computadora), y objetos

reales.

Todas estas actividades son parte del desarrollo de la metodologia que se propone, para la

reconstruccion tridimensional de un objeto en dos etapas:

Etapa 1. La reconstruccion de un objeto creado virtualmente. Esta fase es la que dara certidumbre
al proceso propuesto, dado que se conoce de antemano la informacién y que al momento de

reconstruirla se puede validar de manera certera.

Etapa 2. Incluye la reconstruccion tridimensional de un objeto real una vez que ya se haya

validado el algoritmo en la Etapa 1.

Es importante mencionar que no todas las imagenes seran procesadas con el algoritmo que se

propondra, sélo lo haran aquellas iméagenes que tengan un tamafio de 512 x 512 pixeles, esto

Maria Eugenia Quintanar Pérez 7
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debido a que existe una relacién entre el numero de franjas proyectadas al objeto con el tamafio de
la imagen, y como el procesamiento de la informacion se lleva a cabo de forma binaria, entonces
es mas adecuado procesar la informacidn con imagenes cuyo tamafio provenga de una potencia de

dos.

1.6. Organizacion de tesis

La tesis esta dividida en cinco capitulos, de los cuales se hara una breve explicacion de que se

expondra en cada uno de ellos.

En el capitulo 2, Transformadas, se hara un breve repaso de la definicion de transformada, asi
como un breve glosario de las diversas transformadas que se han usado para el procesamiento de
imagenes, mostrando la definicién, sus propiedades y su clasificacion, ahondando

primordialmente en la Transformada Wavelet.

En el capitulo 3, titulado Perfilometria Wavelet, se explicara las diferencias entre las técnicas para
el procesamiento de imagenes, desde las de no contacto con las de contacto. Dentro de las técnicas
de contacto se explicara la de proyeccion de franjas, la cual se empleara a los objetos creados

virtualmente y los reales.

En esa misma seccion se hara un anélisis acerca del desdoblamiento de fase y lo que implica el

tener una fase envuelta, ademas de su importancia en la reconstruccion tridimensional de objetos.

Un capitulo importante de este trabajo, es el de Pruebas y Resultados, que se numerd con el
capitulo 4, en el cual se mostraran con iméagenes las pruebas y los resultados que se hicieron para
validar la metodologia con elementos generados virtualmente, y con imagenes extraidas de un
objeto al cual se le proyectaron franjas, para su procesamiento y reconstruccién. Ambos objetos,
los generados virtualmente y los reales, se procesaran con la metodologia de la Perfilometria

Wavelet 1D, incluyendo la etapa del desdoblamiento de fase.
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Y finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones que se obtuvieron como resultado de
la metodologia propuesta para la reconstruccion tridimensional de objetos utilizando diferentes
tipos de wavelets complejas, incluidas en este trabajo de investigacion. Ademas se presentan los
alcances y limitaciones del método propuesto y se sugieren algunas lineas de investigacion como

trabajo futuro.
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Transformadas
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Transformadas

En este capitulo se hace un pequefio analisis de cada una de las transformadas que hay en el &mbito
de las matematicas y que ademas se emplean en el procesamiento de sefiales, mas especificamente
en el procesamiento de imagenes. Se dara primero la definicion de transformada y enseguida se
hara una clasificacion de las transformadas, entre las cuales podemos encontrar; Fourier, Gabor,

Coseno y Wavelet, dando en principio su definicidn y posteriormente sus propiedades.

El procesamiento de imagenes utiliza para su estudio un ente matematico que es muy aplicable en
la ingenieria: las transformaciones. Estas deberan tener ciertas propiedades teniendo en cuenta que
los elementos que han de procesarse a través de estas transformadas deberan formar parte de un
conjunto Ilamado espacio vectorial. Los espacios vectoriales son un conjunto de elementos bajo
las cuales se les definen dos operaciones binarias: suma y producto por escalar, y que ademas

satisfacen algunas propiedades, que para efectos del presente trabajo se suponen conocidas.

Sin embargo, el tratamiento de imagenes no se puede realizar sobre cualquier espacio vectorial,
solo se puede aplicar a aquellos que son espacios vectoriales métricos. Una métrica es la
generalizacion de la distancia 0 norma entre dos elementos de un espacio vectorial, llamados
vectores. Los espacios vectoriales a los cuales se les puede asociar una determinada métrica se les
Ilama espacios vectoriales métricos. Para el propdsito de este trabajo, que es el del procesamiento
de iméagenes, solo se utilizan los espacios métricos llamados espacios LP, cuya definicion esta

dada como sigue:

Definicion 1. Sea Q un subconjunto medible en Ry seap € Rtal que 1 < p < oo. Se

denota por LP () al conjunto de clases de equivalencia de funciones medibles f tales que

j FGOPdx < o
Q
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Una transformada representa un cambio hacia un dominio diferente, que por sus propiedades
facilita la realizacion de tareas determinadas. Este cambio puede caracterizarse mediante un
operador que se denota por T( -), este operador se le aplicara a una sefial, que esta representada

por una funcién f. Este cambio se puede representar mediante el siguiente diagrama:

T
f )
B o
T—I

Figura 2.1. Diagrama de una transformada

Donde la T representa a la transformada directa y T~ a la transformada inversa.

Las transformadas se utilizan principalmente para la reduccion de la complejidad en problemas
matematicos, y por ende en la resolucion de aplicaciones a la ingenieria, tales como el
procesamiento de iméagenes, para ello es necesario conocer las propiedades matematicas basicas

de estas transformadas para poderlas considerarlas en aplicaciones concretas.

El procesamiento de una imagen puede llevarse mediante un proceso en el dominio espacial de la
sefial (la imagen misma) o en un dominio transformado, el siguiente diagrama muestra el
procesamiento de la imagen bajo el tratamiento de un cambio de dominio, es decir, haciendo uso

de alguna transformada en particular:

Transformada . Transformada
. Procesamiento .
directa EE—" i —— inversa >
T() T71()

Imagen
Imagen de Imagen THiReroRRAA Imagen de

entrada transformada salida
y procesada

Figura 2.2. Diagrama del procesamiento de imagenes usando transformadas
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De las transformadas mas utilizadas en las aplicaciones, principalmente en el procesamiento de
iméagenes estan las de Fourier, de Coseno, la Gabor y la Wavelet, estas tienen una caracteristica en

especial, que son transformaciones lineales, es decir, satisfacen la siguiente

Definicion 2. Sean V y W dos espacios vectoriales (sobre el campo F). Una funcién
T:V — W se llama transformacién lineal de V en W si para toda xeV , yeV y ceF, se tiene que
a. T(x+y)=Tkx)+T() (Principio de Superposicion)
b. T(cx) = cT(x) (Principio de Homogeneidad)

Todas y cada una de las transformaciones que se enuncian a continuacion satisfacen la
caracteristica de ser transformaciones lineales, y se hara un breve analisis de cada una de ellas, asi

como de sus propiedades.

2.1 Transformada de Fourier

La transformada de Fourier ha sido una herramienta muy util para el tratamiento de sefiales de

cualquier tipo, entre ellas la del procesamiento de imagenes, por su amplia gama de aplicaciones.

Desde muy joven Joseph Fourier (1786-1830) sentia un gran interés por las matematicas, tanto asi
que a la corta edad de 14 afios termind el estudio de seis volimenes del “Cours de mathématique

de Bézout” y a sus 15 afios recibia el premio por su estudio de “Bossut’s Méchanique en général .

En 1801 comenzo a estudiar el comportamiento del calor y como fluia de un punto a otro a través
de un objeto en particular. Fourier sugirié que el problema se podia resolver mediante un simple
patrén sinusoidal que deberia atenuarse gradualmente hasta que la temperatura del objeto fuera

uniforme.
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En 1822 amplio su teorema y lo publicé en un libro llamado “Théorie Analytique de la Chaleur”,
en el cual propone que toda sefial periddica, puede ser reconstruida a partir de sinusoides cuyas
frecuencias son multiplos enteros de una frecuencia fundamental, eligiendo las amplitudes y fases
adecuadas. Por ello es necesario conocer los elementos de la Trasformada de Fourier, su definicion
y propiedades. El Teorema de Fourier tiene muchas aplicaciones, puede usarse en el estudio de
sonido y de la luz, en cualquier fendmeno ondulatorio, el estudio de tales fendmenos, se llama

analisis arménico.

Antes de que se dé una definicion de la Transformada de Fourier y sus propiedades, es necesario
conocer una definicion previa: Las funciones de Schwartz son aquellas funciones definidas en R

que son infinitamente diferenciables y rapidamente convergentes a cero. Mas formalmente:

Definicion 3. Una funcion f se llama funcion de Schwartz si f€C” (R) y si

|llim (14 x2)k f® =0, para todo par de enteros no negativos k y p. Equivalentemente, f es

X|—00

una funcion de Schwatz si Il}m P(x) f™ (x) =0, para todo entero no negativo n y para todo
xX|—> o0

polinomio P (x). El conjunto formado con funciones de Schwartz se denota por S(R). ™

Otro aspecto tedrico sumamente importante, es la métrica en los espacios vectoriales métricos, y
que junto con las funciones de Schwartz, son conceptos que sientan las bases para que las
Transformadas de Fourier, Gabor o Wavelet sean factibles de usarlas en el tratamiento de

imagenes.

Definicion 4. Para f, g € S(R), definimos

ﬁw=svun=ffuk*dex (1)

ﬂw=s*ﬁw»=[ FO)ermive dy o (2)
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La ecuacion (1) es llamada la Transformada de Fourier de f, y la ecuacion ( 2 ) es la

Transformada Inversa de Fourier de f£. [1]

2.1.1. Propiedades

A continuacion, se enlistan una serie de propiedades algebraicas y analiticas de la Transformada
de Fourier, asi como uno de los teoremas que relacionan a la Transformada de Fourier con su

Transformada Inversa.

Proposicion 1. Propiedades algebraicas de la transformada

1.1. Linealidad. I(af + Bg) = a3I(f) + B3(g9)

1.2. Conjugacion. I{f(&)} = F(=&)

1.3. Traslacion. Si T, f(x) = f(x + h), entonces I{(tp, f) (&)} = f(§)e?™ihs
1.4. Modulacion. Si g(x) = f(x)e?™"* entonces §(§) = (t_p, f ) (&)

1.5. Dilatacion. Si g(x) = 271 (171 x) y A > 0, entonces §(&) = f(A§)

Proposicion 2. Propiedades analiticas de la transformada

2.1. f esuna funcion uniformemente continua y [£(&)| < lIfIl4

2.2. Sify f'sonintegrables, (f')¢ = 2mi&f (&)
2.3. Sixf(x) es integrable, f es derivable y (—2mixf)¢ = () (¢)
2.4. Lema de Riemann—Lebesgue: ISglim f&=0

2.5. Sify g sonintegrables, [ fgdé = [ fgd&
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Teorema 1. Si fy f son integrables, entonces
f) = [ f(©e?™* dg  en casi todos los puntos
Ademas, el término de la derecha es una funcion continua en x, de modo que f coincide en casi

todo punto con una funcion continua y se da la igualdad en los puntos de continuidad de f.

Entre las funciones de Schwartz existe una operacion de suma relevancia, la convolucion. Esta
operacion permite conocer de manera muy simplificada la relacion que existe entre la salida y la

entrada de un sistema.

Definicion 5. Dadas dos funciones integrables, f y g, se define la convolucion f * g,

como la funcién integrable dada por

0 = [ Fe-»fody= | f@ee-ndy (3

Teorema 2. Si fy g son integrables, S{(f * g)(&)} = f(©)8(®)

2.1.2. Transformada de Fourier en senosy en cosenos

Se sabe que si una funcién estéa definida en (0, ) se puede descomponer en una serie de Fourier
de cosenos o0 una serie de Fourier de senos, de acuerdo con la extension par o impar a (—m, ). De
la misma manera se puede escribir la Transformada de Fourier s6lo con una integral de senos o

€cosenos.

Definicion 6. Dada una funcién f en se define su Transformada de Fourier en cosenos

como

fe (f)zzf f(x) cos 2mx€& dx . (4)
0
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Y su Transformada de Fourier en senos como

fs (&) = zf f(x) sin2mx& dx .. (5)
0

2.2 Transformada Gabor

En 1946 Dennis Gabor, nacido como Dénes Gilinszberg, introduce un analisis de tiempo—
frecuencia, la cual es conocida como “Transformada de corto tiempo de Fourier” (STFT). La idea
es usar una funcion “ventana” g en cualquier posicidn para realizar el analisis de Fourier, y luego

cambiar la “ventana” en otra posicion, y asi sucesivamente.

Definicién 7. Sea g € L?(R) una ventana. La Transformada de Gabor continua de una
sefial de energia finita f € L?(RR) se define como
STFT = Gs(b,w) = [_._ x()g* (t — b)e~t=D) gt,
donde b es la posicién en la que se hace el analisis y * denota el complejo conjugado a la ventana
de analisis g(t).

El conjunto de los coeficientes de G¢(b, w) se le llama la representacion de Gabor de la sefial f.

El uso de la transformada de Gabor en el procesamiento de sefiales es eficiente cuando se desea
identificar y caracterizar sefiales cuyos patrones de frecuencia estén bien definidos, no
superpuestos y relativamente largos, con respecto a la ventana en donde se hacer el analisis. Y se
puede utilizar para determinar la frecuencia y la fase en regiones locales de una sefial que va

cambiando en el tiempo.
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2.3 Transformada Wavelet

El tratamiento de imagenes con base en la Transformada de Fourier ha sido un proceso muy
utilizado, que en algunas ocasiones no era muy Util, porque en el anélisis de una sefial a partir de
ella, pudiera omitir algunas singularidades en la sefial o no hacer una diferencia entre una

frecuencia alta o baja.

Siguiendo los desarrollos de la Transformada de Gabor, aparece en la historia de la matematica un

nuevo método para el andlisis de una sefial, la Transforma Wavelet.

La historia de las wavelets a pesar de que comienza en inicios del siglo XX, con Alfred Haar, sin
embargo, como su propuesta de wavelet era discreta y se limitaba sélo a algunas aplicaciones, no

se toma este afio como su comienzo histérico, a pesar de que tenia un soporte compacto.

La década de los 80’s es el inicio formal de la historia de las wavelets que comienzan siendo una
herramienta prometedora para varias aplicaciones cientificas, entre ellas las del procesamiento de

imagenes.

Existen muchos cientificos que han aportado sus conocimientos para el desarrollo de la
Transformada Wavelet, entre ingenieros, matematicos y fisicos, algunos de ellos son: Levy, Marr,
Grossman, Goupillaud, Weis, Coifman, entre otros. Algunos de ellos han sentado precedentes en
el comportamiento de las onduletas, otros han visualizado el ambito de uso de ellas, otros més las
han clasificado de acuerdo con los pardametros requeridos para su desempefio. Uno de ellos Jean
Morlet, desarrollé un nuevo andlisis tiempo—frecuencia, usando lo que llamé “ondas de forma

constante”.

Una wavelet es una onda cuya energia se concentra en el tiempo. Estas ondas son una herramienta
muy util en el analisis de fendmenos no estacionarios y variantes en el tiempo. Que al igual que el

andlisis de Fourier se basa en el principio de superposicion de las sefiales para determinar una
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aproximacion, con la diferencia que el anélisis con wavelets se puede variar tanto en la frecuencia

como en la escala.

Otra ventaja que tienen las wavelets es que no son Gnicas, sino que existen una gama de funciones
que pueden considerarse en el uso de la Transformada Wavelet, llamadas funciones generadoras,
funciones madres o simplemente wavelet madres, todas ellas localizadas tanto en la frecuencia

como en el tiempo.

Definicion 8. Una wavelet es una sefial oscilatoria de corta duracion cuya energia es finita

y se encuentra concentrada en un determinado intervalo de tiempo.

Para que una funcion ¥ (t) sea llamada wavelet debe de cumplir con ciertos requerimientos
matematicos, de acuerdo con lo que menciona la definicion:

1. (t) debe tener energia finita, es decir debe ser un elemento del espacio L?(R)

f I(®II2dt < o

2. (t) debe cumplir con el criterio de admisibilidad Cy, que significa que debe tener

componente de frecuencia cero, ¥(0) = 0, donde W(f) es la transformada de Fourier de

la wavelet.
Cw =J o
) f

3. Sip(t) escompleja, W(f) es real y desvanecida para frecuencias negativas.

Definicion 9. Sea: D — R unafuncion del tipo L? (R), denominada funcion generadora,
de tal forma que las funciones v, ;, definidas por transformaciones de dilatacion (o contraccion) y

de traslacion a partir de g
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1 t—b
ll)a,b(t)—m'—l/pl/)(T),conp>0,a,bER,a¢0 .. (6)
formen una base de funciones. La familia de wavelets son las funciones s, 1, siendo con frecuencia
el valor p = 2 el méas usado. Donde a es el pardmetro que realiza contracciones o dilataciones

(escalamiento), mientras que b es el parametro que cambia la posicion de la sefial en el tiempo

(traslacion).

Como se puede apreciar en la definicion de wavelet, es un concepto netamente tedrico y continuo,
sin embargo, cuando se trata de analizar una sefial mediante el uso de la computadora, entonces es
necesario replantear el concepto y discretizarla, por lo que la familia de wavelets definida
previamente, se tiene que usar a la familia de wavelets ortonormales definidas como:

Vi ®© =272y t—k),  jkeZ

j es el parametro entero que escala la funcion y k el que la traslada a la sefial.

Y para analizar el dominio de la sefial en multiresolucion, la wavelet madre v esta dada por:

N-2
B = D (~DF G2t +K)

k=-1

Donde Cy, son los coeficientes wavelets, aunque puede tomarse como un “filtro”.

Si se conoce que una familia de funciones {1, , } puede emplearse para la descomposicion de una
funcion f, de tal manera surge la definicion de Trasformada Wavelet Continua, que se escribe a
continuacion: El proceso de aplicar la Transformada Wavelet a una sefial se le llama andlisis,

mientras que el proceso inverso, se le conoce como sintesis.

Definicion 10.  Sea {l/}a’b }(a pyerxg UNa familia de funciones definidas por (5), y dada una

funcion f(t) de cuadrado integrable, la Transformada Wavelet Continua de f € L, (R) es la

descomposicion de f mediante el conjunto de funciones base ¥, -
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W (@ b) = | f(OP;, (Odt L (T)
DL

donde * representa la conjugada compleja, y DL es el soporte compacto de y(t), la funcion

generadora.

2.3.1. Funciones generadoras

Hay diversos tipos de funciones generadoras de la Transformada Wavelet Continua, entre ellas
estan las Wavelet: Haar, Morlet, Debauchies, Shannon, Mexican Hat, B-Spline, entre otras. En

esta seccion se mostrara las definiciones de cada una de estas Wavelets.

Wavelet Haar

Definicion 11. La Wavelet Haar es una funcién definida en la linea real R como:

Loefod]
) )2

-1, te[%,l] - (8)

k 0, enotrocaso

Wavelet Haar
T T T

Figura 2.3. Gréafica de la Wavelet Haar
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Wavelet Stromberg

Para construir la Wavelet Stromberg es necesario definir algunos subconjuntos de R, tales

conjuntos son:

1
Z,={1234,.}, Z.=-Z,, Ay=2Z,U{0}uZ., A, =A,U {E}

Definicion 12.  Dado un subconjuntos discreto V c R, sea S(V), el espacio de funciones

f € L? (R), el cual es continua sobre R y lineal en todo intervalo I c Rtalesque I NV = @.

Definicion 13.  La Wavelet Stromberg es una funcién S € S(A;) tal que ||S]l, =1y S es
ortogonal a S(Ay).

Teorema 3. La imagen de los puntos del conjunto A; bajo la wavelet Stromberg S esta

dada por

S(k) =s((V3 - 2){k_1}, parak =1,2,3, ...

5(3)=-s(3+3)

5(0) = 5(1)(2v3 - 2)
s (— g) =s()(2v3-2)(V3-2)", parak=123,..

donde S(1) es un punto fijo tal que [|S]|, = 1. N6tese que como S € S(A4,), Las imagenes

determinan que S es completo.

Algunos hechos de la wavelet Stromberg que se siguen del Teorema

a. Oscila, porque v/3 — 2 < 0 cambia de signo entre cualesquiera dos puntos de 4.
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b. Tiene un decaimiento exponencial, es decir, existe una constante C y a > 0, tal que |S(t)| <
Ce~?ltl paratodo t € R. Obviamente @ = —In(2 — V3)

c. Pertenece al espacio vectorial LP(R), paratodo 1 < p < o
d. Como se sabe que S(— S) = (10 — 6V3)S(k), para k = 1,2,.. esto muestra que S es

simétrico. Esta simetria refleja que A, es dos veces denso en (—oo, 0] asi como en [0, o)

Wavelet Meyer

Para definir la Wavelet Meyer, es necesario comenzar partiendo que el conjunto S es de Schwartz,

y definiendo la funcion 0 (¢)n definida en R satisfaciendo las siguientes condiciones:

1
0<0() < \/T_T[
0(8) = 0(-%)

o) = \/%_n para [§] < g‘r[
0®) =0,  paalg>:m
02(%) + 02(E — 2m) = i para0 < £ < 2w

Claramente existe una funcion ® € L?(R), tal que ® = ©. Porque © es un soporte compacto ®
siempre que C™.

Definicién 14.  La funcion y definida como ¢)(w) = b(w)e™/?, donde

3(|| 2) 2 <||<3
sen{7 (lo 37 3 Wl < m

b(w) = 3 /(8 4 8
sen<§ (gn—|w|>> §n<|w|S§n
0 en otro caso
Es llamada Wavelet Lemarie—Meyer
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Parte real Wawelet Lemarie-Meyer

-1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Parte imaginaria Wavelet Lemarie-Meyer

Figura 2.4. Gréfica de la wavelet Lemarie-Meyer

Wavelet B-Spline

Definicion 15.  Sea a un numero real positivo y sea n = 0,1,2,3, ... cualquier entero. Un
spline de orden n con nodos en aZ es una funcion f definida en R, la cual es de clase C" ! y es
un polinomio de grado a lo méas con n restricciones para cada intervalo [ja, (j + 1)a] paraj € Z.

El espacio de todos los splines de orden n con nodos en aZ se denotara por S™ (aZ).

Definicion 16.  Para n = 0,1,2, ... se define las funciones N,(x), llamadas B-Spline de
orden n, como:
a. No =1
b. Paran > 0, se define N,, inductivamente como N,,.; = N,, - N,. Es claro

que N, = Ny - Ny - ...- Ny con n + 1 factores.

Algunas propiedades de la wavelet B-Spline estan dadas en el teorema siguiente.
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Teorema 4. Paran = 0,1,2, ... las funciones N,, (x) tienen las siguientes propiedades:
a. N,(x)>0, paraxe (0,n+1)

b. supp N, =[0,n + 1]

c. N, €S™(Z)

d. Ykez Nn(x —k) =1

n+1

e. N, (T + x) paratoda x € R

f. NT,H-l(x) = Np(x) = Np(x— 1)

Definicion 17.  La Wavelet ¢y B-Spline Compleja se define como

P(x) = \/Eeznfcx" (sinc (%))m

donde £, es el ancho de banda, f; es la frecuencia central y m es el orden entero de la wavelet.

Parte real Wavelet B-Spline

Figura 2.5. Gréafica de la Wavelet B-Spline Compleja
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Wavelet Shannon

Definicion 18.  La funcion  definida por

b@={; “€

es llamada Wavelet Shannon.

[—2m, —m) U [rr, 21)
en otro caso

Sin embargo, hay una definicion que expresa a la Wavelet Shannon Compleja, esta es:

Definicion 19.  La funcién s definida por

~

P(w) =/ fre?™ e sinc(f,x)
es llamada Wavelet Shannon Compleja, donde f;, es el ancho de banda, f; es la frecuencia

central.

Parte real Wavelet Shannon Compleja

Figura 2.6. Gréfica de la Wavelet Shannon Compleja.
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Wavelet Mexican Hat

Definicion 1. La funcion definida por

() = (1 — x2)e™*/2 .. (8)
Es conocida como la Wavelet Mexican Hat.

Wavelet Mexican Hat

0.5

-0.5
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 2.7. Gréfica de la Wavelet Mexican Hat

Wavelet Morlet

Definicion 2. La funcidn definida por
1 2nTwox ,—x2/2
w(x)=%e oXe .. (8)

Es conocida como la Wavelet Morlet.
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Parte real Wawelet Morlet

0.5

T

y v
-1 C r r r r r r r r r L
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Parte imaginaria Wawelet Morlet
1¢ r

5 i
i

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 2.8. Gréfica de la Wavelet Morlet.

2.3.2. Propiedades de la Transformada Wavelet Continua

Enseguida se enumeran una serie de propiedades algebraicas y analiticas de la Transformada
Wavelet Continua.

Proposicion 3. Sean f y g dos funciones de cuadrado integrable de una variable real, es
decir; - f, g € L>(R) —. Sea W,;, [f(t)] = W (a, b), la Transformada Wavelet Continua aplicada a
la funcién f. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. Linealidad. Wy, [af (t) + Bg(t)] = aWy [f(t)] + BWy [g(t)] para o, B escalares.

2. Traslacion. Wy, [f(t —1)] = W(a,b—1)
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1

. t a b
3. Escalamiento. W, [\/E f(;)] =W (Z’E)’ paraa > 0
4. Traslacion de Wavelet. Sea ((t) = (t — 7). Entonces Wy If ()] =W(a, b+ ar)
(@)
Vial

6. Combinacion lineal de Wavelets. Dadas dos wavelets 1, (t) y 1, (t), su combinacion lineal

5. Escalamiento de Wavelet. Sea 1)(t) =

. Entonces W3, [f(®)] = W(aa,b)

ay,(t) + fp,(t), para o, escalares, es también una wavelet. Se tiene que
Werp, (0+pp, ) f )] = aWy, [f ()] + Wy, [f ()]

2.3.3. Transformada Wavelet Inversa

Cuando se desea resolver un problema, y éste esta en el espacio tiempo, no es tan sencillo de
resolverlo, entonces es cuando se hace uso de la herramienta matemaética conocida y bien
fundamentada, la transformada. Sin embargo, cuando se transforma una funcion, resulta que el
problema se traslada a otro espacio vectorial. Aungue se haya cambiado a un espacio més sencillo,
la realidad es que se deseaba resolverlo en el espacio primario, y no en uno transformado, es por
ello que se utiliza otra herramienta matematica para regresarlo al espacio original, esta funcion se
define por la Transforma Inversa. En nuestro problema, el tratamiento de imagenes bajo la
transformada Wavelet no es la excepcion, una vez que la imagen ha sido tratada bajo cualquier
wavelet, es necesario regresarla al contexto original, es decir, es necesario definir la Transformada

Wavelet Inversa.

1w ()|
[lol]

Definicion 3. Si la wavelet madre satisface la condicion C = ffooo

dw Yyestal que

0 < C < oo, entonces

N A R b da db
fO=z fa:_wjb WW(a, Yap (H)da

=—00

es la Transformada Inversa de la Wavelet Continua.
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El uso de una transformada para resolver un problema es muy util, dado que algunos de ellos
pueden cambiarse a otro conjunto de funciones en donde sea mas facil de resolver. Tal es el caso
del procesamiento de sefiales, usando primordialmente las Transformadas de Fourier y Wavelet.
En el caso de la reconstruccion 3D de un objeto, que es el objetivo de estudio del trabajo de tesis,
se desea conocer la informacion de una sefial bidimensional, usando la transformada Wavelet 1D.
A pesar de que se desea realizar una reconstruccion tridimensional de un objeto a partir de una
imagen bidimensional, se realiza el tratamiento de la sefial usando la Transformada Wavelet

unidimensional, debido a que ésta fue aplicada a cada uno de los renglones que forman a la imagen.
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Capitulo 3

Perfilometria Wavelet
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Perfilometria Wavelet

El procesamiento digital de sefiales ha traido consigo grandes cambios, que van de la parte tedrica
(matemaética) a la de la tecnologia (software o dispositivos electronicos, inclusive ambos). Esto
implica que el procesamiento de sefiales sea una herramienta poderosa para mas de una aplicacion.
Entre ellas esta la de restaurar sefiales que hayan sido degradadas de algin modo o que tengan
ruido, o la de resaltar alguna parte interesante de la sefial, o reconocimiento de patrones en la sefial,
maquinar objetos solidos a partir de una simulacién de un proceso, formar parte del proceso de
calidad de alguna industria, entre otros fines. Por lo anterior, parece necesario dar una definicion

de sefal:

Definicion 1. Una sefial es una funcién de una o mas variables independientes que

contienen informacion acerca de la naturaleza o comportamiento de algun fenémeno.

Dado que esta definicion parte del proceso de un fendmeno, puede ser Gtil acotar otros conceptos,

que son parte fundamental de éste, tal es el caso del término sistema.

Definicion 2. Un sistema recibe sefales de entrada y responde a ellas produciendo otras
sefiales a la salida. En otras palabras, es una relacion biunivoca entre sefiales, las de entrada y las

de salida.

La definicion anterior parece muy sencilla pero no por eso deja ser importante en muchos
fendmenos fisicos, el que trasciende para este trabajo es el del procesamiento de imagenes, por lo

que es fundamental tener un diagrama de la relacién entre sefiales y sistema.
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é Sistema é

Senal de Senial de
entrada salida

Figura 3.1. Diagrama de la relacion entre sefial y sistema.

Hay diversas clases de sefiales (analogicas, muestreadas, cuantizadas y digitales), y diversos

métodos para procesarlas. Sobretodo tratdndose en el procesamiento de imégenes en 3D, los mas

destacados son los métodos por enfoque, los de triangulacion activa o pasiva, los de estéreo—vision,

etc. Ademas de los métodos como la perfilometria de Fourier, Perfilometria Modificada de Fourier

[1] y los de la perfilometria Wavelet, estos ultimos usan el desdoblamiento de fase para obtener la

informacion 3D de los objetos que se encuentran en la imagen.

Entre los métodos que se mencionaron anteriormente se pueden clasificar como:

Pasivos (los de no contacto fisico). Se hace la reconstruccion 3D a partir de imagenes tomadas
desde diferentes puntos de vista, entre ellos estan los de:

® Proyeccion por foco

¢ Profundidad por foco

e \ision estéreo

Activos (aquellos que tienen contacto fisico). Estos métodos usan el principio de triangulacion,
utilizando la proyeccién de energia en la escena y detectan la energia que se les reflejo, entre
las técnicas mas usadas son las de:
e Radar
® Proyeccion de franjas
® Luz estructurada
® Proyeccion de franjas
e | 4ser, envia un haz laser a la escena y mide el tiempo que tarda en volver. Sirve para
objetos que reflejen en todas las direcciones.
e Triangulacion

¢ Meétodos de proyeccion de luz estructurada
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e Analisis con multiples imégenes (phase shifting profilometry)
e Analisis con una sola imagen
e Perfilometria de Fourier

o Perfilometria Wavelet

3.1 Perfilometria Wavelet

La perfilometria es una de las técnicas para identificar, medir o caracterizar el perfil de un
determinado objeto. Esta técnica se utiliza en distintas ramas de la ciencia y la tecnologia; para
distintos fines, dependiendo del enfoque para el que fue propuesto, y sus aplicaciones impactan
desde la ingenieria hasta la medicina, siempre con el apoyo de la computacién. Esta técnica es
usada para el procesamiento de sefiales, en el trabajo de tesis se usara para reconstruir un objeto,

representado por una sefial.

Dentro de los métodos de esta técnica se encuentran la perfilometria de Fourier y la de Wavelet.
La perfilometria de Fourier es la mas usada histéricamente y la que por consiguiente ha tenido
mayor cantidad de resultados. En comparacion, la perfilometria Wavelet es una técnica
recientemente estudiada y aplicada, lo que impacta que sea un area de oportunidad para trabajos
de investigacion. Una caracteristica que tienen estos métodos estd la de localizar un dato

importante en el procesamiento de sefiales, la frecuencia espacial f;.

La perfilometria Wavelet tiene como sustento a la Transformada Wavelet, y desde la década de

los 80’s, se ha convertido en una opcidn potencial para calcular la fase envuelta en el método de

proyeccion de franjas. Dentro de las sefiales hay dos tipos de sefiales dependiendo de la frecuencia:
e las estacionarias, aquellas cuya frecuencia no cambia con el tiempo;

e las no estacionarias, que son aquellas cuya frecuencia cambia con el tiempo.
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La transformada Wavelet es una poderosa herramienta para procesar sefiales no estacionarias por
sus propiedades de ser una técnica de multi—resolucion y tener una muy buena representacion de

la sefial en el espacio dominio-tiempo de la frecuencia.

Hay propuestas de investigadores, usando la Transformada Wavelet Continua Unidimensional
(TWC-1D). La TWC-1D se usa en el primer renglon de las franjas proyectadas de la imagen y la
transforma en dos arreglos bidimensionales, uno para el médulo y otro para la fase, en los cuales
se encuentra la informacion de la altura del objeto. Este proceso se repetira a todos y cada uno de
los renglones de la imagen de las franjas proyectadas en la imagen. El resultado de aplicar la TWC-
1D es un mapa de fase que contiene la altura del objeto. Después de esto se aplican algoritmos de
desenvolvimiento de fase para recuperar la altura del objeto. Una de las desventajas de este método

es que la estimacidn de la fase no es muy acertada cuando la proyeccion de franjas tiene ruido.

3.1.1. Desenvolvimiento Directo de la Fase

Es una de las técnicas mas “antiguas” que se usan para la deteccion de la fase en la teoria de las
comunicaciones para analizar el modelo de proyeccién de franjas. Se fundamenta en usar una serie
de filtros “ideales”, tales son los filtros pasa banda (BFP) para que se elimine la luz de fondo y el
ruido que hay en la frecuencia. Después se aplica la Transformada Wavelet, para que el resultado
sea usado con un filtro pasa baja (LPF) para atenuar los componentes de la frecuencia. EI mapa de
fase que se extrae de la esta entre (-m,m), es por ello que se usa un algoritmo para quitar las

ambigledades inherentes a 2

Un diagrama de flujo que explica los pasos para la reconstruccién 3D usando la TWC-1D, es la

gue se muestra a continuacion.
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Adquirir imagen
a reconstruir

A 4

Filtrar la imagen con
franjas proyectadas

TWC-1D

|

Filtro Pasa Bajas

A

Desdoblamiento
de fase

Reconstruccion
del objeto

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 3.2. Diagrama de uso de la TWC-1D

El tratamiento matematico se ilustrara mas adelante en esté capitulo.

3.2 Metodologia propuesta

La metodologia que se propone para la reconstruccion 3D con Perfilometria usando la

Transformada Wavelet se muestra con el diagrama de flujo:
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Adquirir imagen
a reconstruir

Objeto real Objeto virtual
Calcular el nimero Objeto Real I P
de franjas O Virtual ugrodueir fy
v A 4
Crear patron de
Caleule, fy distorsion

Wavelet
Este proceso se aplica
4= a cada uno de los renglones
A 4 .
que forman a la imagen
Desdoblamiento
de fase
A4
Reconstruccion
del objeto

Figura 3.3. Diagrama de flujo de la metodologia propuesta

La implementacion del método para la reconstruccion 3D incluye varias fases:

3.2.1. Adquisicion de la imagen

La imagen va a ser adquirida a traves del método de proyeccion de franjas basado en la
triangulacidn, este método es una técnica éptica para recuperar la forma de objetos 3D, se basa en

la proyeccion de franjas. Esta técnica usa el hecho de que la superficie que se desea estudiar,
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ocasiona que las franjas que se le han proyectado sufran desviaciones en su trayectoria
proporcionales al relieve, se obtiene la informacion de la fase y la fase desenvuelta que es

modulada por el contorno del objeto.

3.2.2. Seleccion de una imagen

Hay dos etapas en la metodologia, la primera en la validacion del método que es cuando se harén
las pruebas con objetos generados de manera virtual, y la etapa en la que se haran las pruebas con

objetos reales, a los cuales se les ha proyectado el patron de franjas.

Metodologia aplicada a un objeto Virtual

Cuando se hacen las pruebas con objetos virtuales se tiene toda la informacion necesaria para la
reconstruccion 3D, dado que se le debe alimentar al programa con la frecuencia espacial y generar
las franjas. La ventaja de utilizar un objeto virtual es que se conoce a priori el nimero de franjas
(directamente relacionado con f;;) que se desea proyectar, el cual servira para la etapa de filtrado
en la metodologia propuesta.

Frecuencia espacial

La frecuencia espacial es un dato que ayudara a determinar la altura del objeto, este dato es muy

importante para la reconstruccion 3D de un objeto, el algoritmo que se propone en el trabajo de

tesis para calcular la f;, se muestra en un diagrama de flujo descrito en la figura 3.4.
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Proyeccion de franjas

El andlisis de los algoritmos de la proyeccion de franjas puede ser clasificado en dos categorias: la

técnica espacial y la técnica temporal.

Los algoritmos de la técnica espacial calculan la fase de un pixel en un patron de franjas
dependiendo de la vecindad de cada pixel. Algunos métodos son el analisis de franjas de Fourier,
o la Transformada Wavelet y la demodulacion de fase directa. Requiere de al menos un patron de
franjas para calcular los componentes de la fase. A estos métodos se les conoce como

perfilometrias.

Por otro lado, los algoritmos de técnicas temporales, requieren de al menos tres imagenes para
calcular los componentes de la fase de un patréon de franjas. Estos métodos se conocen cominmente

como métodos de cambio de fase (phase—shifting).

Metodologia aplicada a un objeto Real

Cuando se hacen las pruebas con objetos reales es necesario conocer el nimero de franjas
proyectadas para posteriormente calcular la frecuencia espacial, que es quien determinara la altura
del objeto y ayudar a la reconstruccion 3D. En la mayoria de los casos el nimero de franjas
proyectadas no es conocido, por lo cual se debe desarrollar un método para estimar este valor.

Franjas proyectadas

En el procesamiento de la imagen real, es necesario determinar el nimero de franjas proyectadas,

para posteriormente conocer la frecuencia espacial, la cual sirve para poder llevar a cabo el

muestreo de la sefial cumpliendo con el Teorema de Nyquist.
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Se requiere tener la imagen digitalizada y conocer la dimension de la imagen y entrar a un proceso

iterativo para calcular el numero de franjas que han sido proyectadas en ella. Este proceso se

muestra en el siguiente diagrama de flujo.

/
A Imagen adquirida

/

dim = longitud imagen

fr=20
ref = —1
i=1
. fr
i=i+1 i<dim Nfr=7
| Fin

temp = —sign(x;)

S ey = rep

ref =.—ref
fr=fr+1

Figura 3.4. Diagrama de flujo para calcular el nimero de franjas.
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Frecuencia espacial

Cuando se requiere de reconstruir un objeto real al cual se le hayan proyectado franjas, es necesario

determinar la frecuencia espacial f,. Esta ayudara a determinar la altura del objeto 3D.

Para hacer el calculo de la frecuencia espacial, se necesita saber el nUmero de franjas que se le

proyectaron al objeto real y que sera la base la propuesta

Con el andlisis previo a la reconstruccion tridimensional realizado a las imagenes se llego a la
conclusién que la frecuencia espacial se podria calcular como
1
fo= E
Donde
oNg=1 _ pNp—i-1

2V — 2Mo

den = 2Nt — (N, — ;)

El algoritmo para calcular la frecuencia espacial requiere conocer el nimero de franjas que tiene
proyectadas la imagen Ng,., y dado que las imagenes que se utilizaron para el trabajo de tesis fueron
de tamarfio 512 x 512 pixeles, se sabe que 2° = 512, por lo cual serad necesario tener como limite

al real 9 como potencia de 2, el cual se le denotara como Ny = 9
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Nfr
Ny
No=0
Ny =Nog+1
i=0
Y
c'/ \\
N/
T
/ N
Fin : i <Ny i=i+1
J
tg = 2N
= 2
Ny =Ny
<
o= Apsty Ny=Ny+1
) T dif = Nfr—t,
to=Nfr ) o - oNg=i _ oNp=i-1
e den = 2%/~ — dif BT T e
- '“
4
den = 2Nrt f
\T/
f 1
0~ den

Figura 3.5. Diagrama de flujo para obtener la frecuencia espacial.
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Aplicar perfilometria wavelet a una imagen a la cual le han sido proyectado franjas para su
reconstruccion 3D, es un proceso que requiere de varias etapas, varias de las cuales son cruciales
antes de aplicar la Transformada Wavelet. Entre las actividades requeridas son el calculo del

namero de franjas y la frecuencia espacial, la cual se mostrard con un ejemplo en particular.

Si a un objeto se le han proyectado franjas como el de la figura 3.6, se procesara la informacién de
ella y se determinara el nimero de franjas que tiene proyectadas en la imagen, para determinar la
frecuencia espacial fj.

Objeto con franjas proyectadas

50

100

150
200

I

450

Pixeles

500

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Pixeles

Figura 3.6. Imagen con franjas proyectadas

Si se elige un dnico renglén de entre todos los renglones que forman a la imagen, el

comportamiento del mismo
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Figura 3.7. Comportamiento del renglén i, de la imagen con franjas proyectadas.

3.2.3. Aplicar la transformada Wavelet Morlet

El tratamiento matematico a la imagen al aplicar la transformada Wavelet continua en una

dimension es el siguiente:

Se aplica la Transformada Wavelet Continua
fan=[ xory(—2)a
a,b) = x(t) =Y |\—
R a

a la imagen representada por x(t) y a la wavelet madre (t_b)’

a

sujetaa Cy = [ #/@l G < 00y W(w) es la Transformada de Fourier.

—00 w

Por otro lado, la ecuacion de las franjas proyectadas es

gx,y) = alx,y) + b(x, y)cos(anox + ¢p(x, y)) ...... 1)
Donde a(x,y) es la iluminacion del fondo, b(x, y) es la amplitud, f, es la frecuencia espacial y

@(x,y) es la modulacion de la fase
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Teniendo en cuenta que nos interesa la sefial en una dimension

f(x) =alx) + b(x)cos(anOx + <p(x))

elt e—if
2

Usando las identidades trigonométricas se sabe que el cos(x) =

i (x) —ip(x)
@) = al®) + b()cos(p()) = alx) + b(x) - +ze d

210 () . e
7+ ) —

f(x) =alx) + b(x)

La representacion anterior de la imagen es una representacion continua, y como la reconstruccién
del objeto se desea hacer en una computadora, entonces la representacion de una funcion se hara
a través de la serie de Taylor, que es una muy buena aproximacion de cualquier funcién, por lo

cual sélo se necesita que f sea una funcion analitica.

Si f es analitica en un abierto A, si ademas z, € A y suponer que

D(zy;r) € A = f, es decir f admite una descomposicion en la serie de Taylor por lo cual la

. . - o f®(zy)
funcidn que representa a la imagen se puede escribir como f(z) = Y-, = 0 (z — zp)¥

Si la funcién ¢(x) es una funcién que admite descomposicién de Taylor, entonces se puede

escribir como

@(x) = ¢(b) + ¢'(b)(x — b) + #(x —b)* +

Si sucede que ¢"'(b) = 0,¢""'(b) = 0,¢""(b) = 0,---, *(b) = 0 la funcidn se reduce a
@(x) = p(b) + ¢'(b)(x — b)

(plll(b)
T(x - b)3 + .-

Por otro lado, la Wavelet Morlet esta definida como:
, x?
P(x) = e'®¥e 2,

A esta wavelet se le aplicara la Wavelet madre que esta definida como

W(s,b) = %f_c:f(x)z/)* (" _ b)dx

S
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si s = 1, entonces la wavelet madre se escribe como:

wis.n = [ Zf(x)t/)* (=) ax

eip () —igp(x) _
W (s, b)—f la(x)+b(x) i +b(x)e : ll/)*(x b)dx

W (s, b) =] a(x)y* ( dx+j b(x) l(p(X)w*(x_b) dx

v e (0 ax

2

elle®+e' -] _p
*( )dx

2 S

W(s, b) =f a()p ( dx+f b(x)

[p(®)+¢' (b)(x-b)] x—b
j b(x) > 1/1*( S )dx

o)

*© x—>b b . , x—b
W(s,b) = af v (T) dx +§f eile®)+e (b)(x—b)]lp*< )dx

S

n gf e=ilo®)+o' ®)x-D)] )+ (" - b) dx
. S

Usando la integracion simbolica de MATLAB se obtiene:

av2ame 50} + b V 27'[6_%(“)0”‘”5‘)2 e iwsb 4 b V 21Te_%(‘°°_5“’5)2 piwsb
2 2

La frecuencia instantanea w, se relaciona directamente con la frecuencia f;, la cual es el nimero
de franjas proyectado sobre el objeto, el cual se quiere reconstruir. Es a partir de esta relacion como
se va obteniendo el mapa de fase, la cual contiene la altura del objeto a reconstruir.
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3.2.4. Desdoblar la fase (phase unwrapping)

Una vez que se haya aplicado la transformada wavelet, se procede a desdoblar la fase, esto se hara
con un algoritmo de MATLAB. Es importante que se haga este paso dado que es el que ayudara a
determinar la altura del objeto y asi poder hacer la reconstruccion.

Existen diferentes algoritmos de desdoblamiento de fase, que ayudan en la reconstruccién
tridimensional del objeto. Sin embargo, el analisis de este tipo de algoritmos es objeto de estudio
de diferentes temas de tesis a nivel doctorado, y para la propuesta presentada en este trabajo
Unicamente se utilizara un algoritmo sencillo que ya estd implementado en MATLAB, ademas de
utilizar el algoritmo de desdoblamiento de fase de flujo maximo/ruta minima. Este algoritmo es

una técnica numérica que ha tenido buenos resultados en el desdoblamiento de la fase envuelta.

3.2.5. Reconstruir el objeto

Este es el Gltimo paso del algoritmo, en éste se procede a hacer la reconstruccion, con la

informacidn que se obtiene en el paso anterior, en el capitulo siguiente, se mostraran un par de

ejemplos, donde se evidencia que el algoritmo es una muy buena aproximacién del objeto.
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Capitulo 4

Pruebas y resultados
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Pruebas y resultados

Las pruebas se hicieron en dos etapas:

e Enla primera de ellas se considera un objeto virtual (creado por computadora), en el cual
se decide el nimero de franjas que se va a proyectar sobre el objeto virtual. Ademas, se
considera el uso de diferentes wavelets, asi como de una variacion de sus parametros, en
donde se va a considerar aquella wavelet que obtenga el error minimo en la reconstruccion.
Este error se calcula restando el objeto reconstruido del objeto virtual original.

e En la segunda etapa se considera aplicar la perfilometria wavelet, considerando las
wavelets y sus parametros que dieron mejor resultado en el proceso de reconstruccion en
los objetos virtuales, los cuales sirven como un marco de referencia. En esta etapa no es
posible determinar un error absoluto, debido a que la altura del objeto no se conoce con

anticipacion.

4.1 Prueba con Objeto Virtual (Creado por computadora)

A partir de una imagen en escala de grises, se reconstruira tridimensionalmente, con el algoritmo

que Se propone en este trabajo.

Para poder llevar a cabo las pruebas con objetos creados virtualmente, previamente se not6é que
habia una relacién estrecha entre el nimero de franjas proyectadas al objeto, con la frecuencia

espacial, esta relacion estd dada a través del denominador de f,, descrita en la ecuacion (4.1.)

1

- , — (4.1
o e U S
fr—t1) z{Ni}_z{No}

Si el nimero de franjas proyectadas no es una potencia de dos.
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Relacidn entre |a frecuencia espacial y el nimero de franjas

Relacidn entre la frecuencia espacial y el nimero de franjas
T T T T T

s T T T = -
450 b
400 q

350 F b

B
[=]

300 b

w
[=]

S 200t 4

[N
o

150 + q

Nimero de franjas proyectadas al objeto
n
i)
a
*
1
Nimero de franjas proyectadas al objeto

o

100 b

80+ q

Op, = AE 0 0 20 €y 0 0
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 Denominador de |a frecuencia espacial
Denominador de la frecuencia espacial

oF

Figura 4.1 Relacion f, y el nimero de franjas proyectadas.

Una vez que ya fue determinada la relacion descrita en la ecuacion (4.1). Se aplicara el algoritmo
de reconstruccion 3D, con la transformada Wavelet, siendo el primer paso conocer al objeto creado

por computadora

Objeto creado por computadora

T

o
o

o
S
<

Altura del ohjeto

A PR

Pixeles 00

Pixeles

Figura 4.2. Objeto 3D creado virtualmente
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En el trabajo de investigacion de Ldépez (2012) se hizo un estudio comparativo de las distintas
wavelets que se usan en el procesamiento de datos, entre las caracteristicas estudiadas se observa
que hay algunas wavelets que son principalmente utilizadas para determinados problemas, por
ejemplo, las wavelets Morlet, Mexican Hat y la Shannon son usadas principalmente para
procesamiento de iméagenes. Sin embargo, las que muestran un mejor desempefio para la

reconstruccion tridimensional son Morlet, Shannon y B-Spline. [Lopez]

En el mismo trabajo de investigacion se hace un andlisis del error generado entre distintos objetos
y la relacion que hay con el nimero de franjas proyectadas al mismo, se muestra que la wavelet
Morlet es la que genera un error menor cuando hay proyectadas 128 franjas, es necesario volver a
acotar que éste nimero es una potencia de dos, y que este numero estd fuertemente relacionado

con la frecuencia espacial f;.

A este objeto creado virtualmente, se le introduce la frecuencia espacial (ver ecuacién 4.1), en este
caso es f, = 116 El patrén de franjas es generado por una funcién cosenoidal, con la siguiente
ecuacion:

b(x,y) = cos(anO x +a(x,y)) 4.2
Siendo a(x,y) la imagen al que se le desea proyectar las franjas, y b(x,y) la imagen una vez que

se le han proyectado las franjas.

Un ejemplo de la conexion de la ecuacion 4.1 con la ecuacion 4.2 estd mostrado por el objeto

tridimensional.
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Objeto generado vitualmente

Altura del objeto
o
i

600

Pixeles g: ‘0 Pixeles

Figura 4.3. Objeto creado virtualmente

De la imagen creada virtualmente, a la cual se le han proyectado las franjas, se obtiene una imagen
plana (figura 4.2.) en escala de grises que contienen informacion crucial para la reconstruccion de
la imagen, tal es el caso de la frecuencia espacial f;, que esta estrechamente relacionada con la

cantidad de franjas proyectadas a la imagen.

Proyeccidn de franjas al objeto virtual

Pixeles

Figura 4.4. Imagen virtual con franjas proyectadas.
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Posteriormente una vez que se tenga el objeto con las franjas proyectadas, se le aplica la TWC-
1D a cada renglon considerando los valores de fase de la wavelet utilizada, obteniendo asi valores
de fase instantaneos que corresponden a cada pixel en el renglén correspondiente, en este caso se
presenta el resultado obtenido mediante el uso de la Wavelet Morlet. Como resultado total se
obtiene una imagen que contiene el mapa de fase, el cual se presenta como imagen y al visualizarla
como un arreglo en escala de grises, se puede observar que sus valores se encuentran en el rango
(—m,m). Figura4.4.a) y 4.4. b)

Fase envuelta Fase envuelta

50
o T e
150
200

250

Fase envuelta
o

Pixeles

300 ey

350
R
400 600
450 '
0

600

!

500 200

100 200 300 400 500 Pixels 0

Pixeles Fixsls

Figura 4.5. Mapa de fase de la imagen con las franjas proyectadas.

Una vez que ya se ha obtenido el mapa de fase, se procede a llevar a cabo el proceso de
desdoblamiento de fase, utilizando el algoritmo de desdoblamiento de fase de flujo maximo/ruta
minima, para la reconstruccion del objeto en 3D. La reconstruccion de la imagen es mostrada en

la imagen siguiente.
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Objeto Reconstruido

Altura del objeto
i

600

200

Pixeles g: 0 Pixeles

Figura 4.6. Imagen reconstruida en 3D

El resultado es normalizado, para poder tener un conjunto de valores en el rango [0,1] para poder
determinar el error en la reconstruccion. La figura 4.6 muestra la diferencia entre el objeto

reconstruido y el objeto virtual original, representando con ello el porcentaje de error en la

reconstruccion.

Error

Error normalizado

500
300

200 200

Pixeles Pixeles

Figura 4.7. Diferencia entre la imagen original y la reconstruida.
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Solucidn Puma Solucidn Puma

Pixeles
Solucidn

200

50 100 150 200 250 300 7350 400 450 500 Pixeles 0o Piel
Pixeles ixeles

Figura 4.8. Resultado del desenvolvimiento de fase.

Solucidn Puma

Altura del objeto normalizada

500

300

200

Pixeles Pixeles

Figura 4.9. Reconstruccién del objeto, con el algoritmo desdoblamiento de fase de flujo

méaximo/ruta minima

Otro ejemplo de objeto virtual, al cual se le aplicara la Transformada Wavelet, es el siguiente
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Figura 4.10. Objeto a reconstruir en 3D

La imagen se distorsiona proyectandole franjas a la imagen
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Objeto con franjas
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Figura 4.11. Objeto con franjas
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Mapa de fase de la imagen, después de que se le ha aplicado la Transformada Wavelet

Fase envuelta Fase envuelta
50
100 Ao r i S
IF L i3 1
150 - 4 b
24 T L) )
@ gl Swe a
200 =
o : | H
2 250 5 0 (]| -
2 @
a = :
300 2 i :
350
454, a
400 600 ’
450 :
G i 400
500 20 200
100 200 300 400 500 Pixels 00 t
Pixeles Pixels

Figura 4.12. Mapa de fase.

Y finalmente se reconstruye la imagen en 3D

Objeto Reconstruido

Altura del objeto

600 i
500

200 00

Pixeles Pixeles

Figura. 4.13. Imagen reconstruida

Maria Eugenia Quintanar Pérez 57



Reconstruccion 3D fuiy Ci-Eg

Usando Transformada Wavelet CIENCIAY TECNOLOGIA

R\

084~

o
™
2

o
.
L

Error normalizado

g2l

500

300

200 200

Pixeles oo Pixeles

Figura 4.14. Diferencia entre la imagen original y la reconstruida
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Figura 4.15. Resultado del desenvolvimiento de fase

Maria Eugenia Quintanar Pérez 58



Reconstruccién 3D %imd,
Usando Transformada Wavelet CIENCIA Y TECNOLOGIA

N
L \\N
>
un)
[ \\N

Solucién Puma

DB i vies

Altura del objeto normalizada
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Figura 4.16. Reconstruccion del objeto, con el algoritmo desdoblamiento de fase de flujo

maximo/ruta minima
Aplicando el mismo procedimiento con la wavelet Morlet a otras imagenes creadas virtualmente:

Imagen creada virtualmente Imagen reconstruida Error
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Imagen creada virtualmente Imagen reconstruida Error

Objeto creada por computadora

Objeta Reconstruida

Error

Objeto Reconstruido

Afura del oby

Objeto Reconstruido

0
0
% o0 500
" do o comput:
Objeto Reconstruido Erto

05
]
360

Ev

Tabla 4.1. Pruebas con objetos creados por computadora.
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4.2 Prueba con Objeto Real

Se hicieron pruebas con objetos reales, a los cuales se les ha aplicado la proyeccion de franjas, a

partir del método de triangulacion, tal diagrama para obtener una imagen con franjas proyectadas,
es el siguiente:

R Plano de
Camara referencia
D I s
c o 0
0/
Dy
Objeto
Dp
>
hixy)
Proyector '

Figura 4.17. Diagrama del experimento

Este experimento se realizo a varios objetos con el fin de obtener imagenes con franjas, las cuales

se usaran para este trabajo y reconstruirlas con el algoritmo propuesto, un ejemplo de esto es:
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Objeto con franjas proyectadas
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Figura 4.18. Imagen con franjas proyectadas

A esta imagen se le deben contar el nimero de franjas que tiene para con esto poder calcular la
frecuencia inicial y posteriormente se le aplica la Transformada Wavelet para reconstruir el objeto

de la siguiente manera:

Objeto reconstruido

Altura del objeto normalizado

300

Pixeles 600 sop Pixeles

Figura 4.19. Objeto reconstruido

Pruebas a otras imagenes usando la Transformada Wavelet Morlet.
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Tabla 4.2. Pruebas con objetos con franjas.
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Conclusiones
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5.1 Conclusiones

El analisis de patron de franjas con wavelets es considerado una poderosa herramienta para el
analisis de sefiales no estacionarias. Tiene la propiedad de multi-resolucién en el dominio del
tiempo y frecuencia, en comparacion del problema de resolucion en otras transformadas. Estas son
las razones que motivan a explorar el andlisis de proyeccion de franjas usando Transformada

Wavelet.

La idea es introducir el algoritmo de desdoblamiento de fase, la wavelet madre Morlet continua en
una dimension. Esta técnica puede extraer la fase del patron de franjas de cualquier imagen, en
este trabajo el tamafio de las imagenes con las cuales se hicieron las pruebas para validar el

algoritmo son de 512 x 512.

La wavelet madre que ha servido para el procesamiento ha sido la Morlet, al tomar la referencia
de Lopez (2012) que muestra las diferencias entre tres posibles wavelets pertinentes al tratamiento
de imagenes y que en su estudio mostrd que con la wavelet Morlet el error es menor y se presenta

un mejor desempefio en la perfilometria wavelet.

Se ha reconstruido objetos creados virtualmente, esto con el fin de validar el algoritmo, y
posteriormente aplicarlo a un objeto real, para esto se ha aplicado:
a. La estimacion de la fase.
b. A una grafica que le han sido proyectadas franjas, se le han calculado el nimero de
franjas.
c. A partir de que se conocié el namero de franjas proyectadas en una imagen, se pudo
calcular la frecuencia inicial, esta es la que ayudara a determinara la altura del objeto
que se desea reconstruir, por lo tanto, es un aspecto muy importante dentro del

algoritmo.
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El algoritmo ha dado muy buenos resultados en las pruebas de reconstruccion de objetos creado

de manera virtual y también para objetos reales, a los cuales se les ha proyectado franjas.

Una de las observaciones que se han hecho es que no hay una transformada wavelet que pueda
utilizarse en la reconstruccion 3D de todas las imagenes y eso trae consigo que pueda realizarse
un estudio posterior para determinar cuales de las transformadas wavelets se adaptan mejor a una

determinada forma del objeto (suave, con cambios abruptos, con sombras, etc.) en la imagen.

5.2 Trabajo a futuro

El alcance del presente trabajo solo llega al uso de una transformada, particularmente la wavelet,
sin embargo, se tiene presente que debera realizarse un estudio posterior para buscar y encontrar
otras alternativas mas sofisticadas 0 menos costosas o con otras herramientas matematicas para la

reconstruccion tridimensional de un objeto.

Como el presente trabajo de tesis sienta las bases para la reconstruccién 3D usando la transformada
wavelet unidimensional continua, se podria proponer como trabajo a futuro la reconstruccion 3D
de un objeto se haga con otro algoritmo, usando la Transformada Wavelet en 2D o quizé alguna
otra transformada utilizada para la reconstruccion de imagenes, pero en otras dimensiones.
Ademas, buscar alternativas para el calculo de la frecuencia espacial, pensando en que el tiempo
de computo se reduzca utilizando algoritmos mas sencillos de programar y quiza codificarlos en

algun software de libre acceso.

Esto puede generar que los costos de reconstruccion 3D sean menores y las aplicaciones a la
medicina, biologia, Optica sean cada vez méas usando la transformada Wavelet como una

herramienta adicional.
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Propuesta de Reconstruccion 3D utilizando Transformada
Wavelet
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Resumen: En el preserte trabajo se propone el andlisis de chjetos a
los que se les proyectan patrores espaciales comocidos de frangs,
nediante el wso de una netodologia basada en Tramsformada
Wavelet, con el chjetivo de extrzer la informacidn tidimensional de
los chjetos mencionados. Anmgue exdsten alzunos algonbmos basades
en trarsformada wavelet, la mayoria de ellos se basaen el proceso de
demodulacidn, la cual considera dos categordas: estimacidn de fase v
estmacidn de fiecuenda. Este babajo se basa en el adlisis de
estmacidn de fise ocowiderando la £ ia espacial que
conesponde al mwimero de frargas proyectado en el chjeto, ¥ esta
estimacién se utiliza en el prooeso de desdoblanento de fase ¥ de
seleccidn de coefidentes de la hansformadawavelet. Se levana cdo
diferentes expenmentos utilizando objetos creados por conputadora v
chjetos reales que tiemen patrores de frarmjas proyectadcos en ellos.
También se lleva a cabo una camparacién del método propaesto can
el método modificado de Perfilometia de Foaner.

Palabras Clave: Transformada Wavelet, proyeccidn de framjs,
estimacidn de fase.

Abstract In the present woik, we popose the analysis of chjects
which have a Jmoanspatial fiinge pattems by wsing a wavelet
transform nethodology. The main goal 15 to extract the -
dimensional irformation fiom the chjects. Although there ae some
wavelet based algontlms, most of them ae based on demodulation
process, which inchides phase and fiequency estimations. This work
is based on the phase analysis estimation considering the spatial
fiequency that corres ponds to the b er of fiinges pojected on the
chject, and the result is used in the phase wwrapping process and
also in the wavelet coefficiert selechion Some experinents awe
camied out by computer created chjects and also real chjects with
fringe pattem projected on them Also, a companson between the
Modified Founer Transform Profilometry and the proposed method is
camied oat.

Keywords: Wavelet Trarsform, fiinge projection, phase estimation.

Introduccion

Con el crecierte uso de técricas de Procesamerto Digital de
Imdgeres, se han desawollado progrescs sigrificatives en el drea de
recorstuccidn tidimersional, especificamente en la proyecddn de
frargas. De la varedad de métodos existertes que corsideran la
proyeocidn de patores espaciales simisoidales, existen dos téenicas
que oftecen los mejores wsultados para extaer las distibuciores de
fxe de los patromes de frargas bi-dimensionales deformades por los
chjetos: canbio de fase (phase-shifting) ¥ Perfilometria de Fourier
(Fourier Transform Profilomety 6 FIF), propaesto originalmente por
Takeda [1] ¥ posterionmente modificado ¥ mejorado por Wa Lu [2] ¥
Pedraza [3]. Ademds, FTP recesita solamente una imagen para
extraer la informacidn de la fase (la onal contiere lainformaciénde la
altara o profundidad del chjeto), que lo convierte enunmétodo ruy

639

popular para el andlisis de patrones de frargas. Annque se hanllevado
a cabo diferentes modificaciones al método onginal, una de las
‘._,' es que la localizacidn espacial es pobre debido a que las
aperauoms se llevan a cabo de forma global. Tanbién se cowidera
el hecho que debido que existe un traslape de altas freuencias en le
etapa de desdcblantento de fase, esto ocasiona que la albwra estimada
del objeto se pueda extender de fouma global, temierdo como
wsultdo una weconstuceidn ti-di iomal de los objetos con
ewores [3-8]. Por obo lado, exdsten alguncs tabajos de investigacidn
wlacionadcs con la Trars formada Wavelet, como el presentado por
Hang [9] ¥ Qlang Zhang [10]. Anbos trabajos se enfocan enutilizar
las Wavelets Maar v Modet para obterer la informacidn de albara de
los objetos. Paxa mejorar el desempeiv en la recorstmocidn ti-
dinensiomal de los objetoss se propome el desarrollo de uma
metodologiab asada en Transfonmad a Wavelet.

Transformada Wavelet

Una wavelet se conoce auna forma de onda de duracidn linatadaque
tiere un valor medio cero, ademds de que tiene ciertas similitades con
la Trarsformada de Foaner. Por ejenplo, en el caso de Founer se
casidera la desconposicién de una sefial arbitrara § en ondas
simscidales de diferentes freonencias, niertras que wavelet realiza la
descomposicidn de esa musma sefial en vewiomes escalds ¥
trasladad s de lawavelet original, conocida como wavelst madre. De
forma gereral, la tans formad a wavelet de una sefial fes un conjunto
de coeficiertes W{ad), cuyos indices se asocian com la escala v la
posicién de la sefial. Comsiderando el caso urmdimemsional, los
coeficiertes se chtienen como:

W(a,b)=Tf(x)%u{%}:x aeR*-{0} y ber @

donde Res el canjunto de los nimews weales.

Esta tramsformacién se corsidera como la suma sobre todo el
irtervalo de la sefial nultiplicada por las vesiones trasladadas ¥
escaladas de la fancidn y. Cuando se nultiplica cada coeficiente por
la wavelet apropiadamernte escalada v tasladada, podemes chtener la
sefial original. Sin embargo, para levar a cabo los cileulos de todos
los coeficientes para todas las escalas y posiciones posibles, es casi
inposible, ¥ como sucede en el caso de Founer, se utiliza la versidn
discreta de la hansformada, lamada tramsformada discreta wavelet
(DWI'J Enesta h'axsfmmda, se elige un subcormunto de escals ¥
posiciones, el oual es mé eficlerte cuando se inplementa en
algonbmos conputacionales como potencias de 2.

a,®) = (k) - Z;.f( AE a2 (2
com a=2' p=i2f jeNkeZ
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donde Z es el conjunto de mimeros enteros y &V es el conjunto de
numeros natural es.

La eleccidn de una wavelet apropiada para una aplicacidn particular
es uno de los pasos mas importantes en la practica. En nuestro caso,
presentamos un andlisis considerando la wavelet Maar debido a que
presenta una mejor localizacién en los dominios de espacio y
frecuencia

Metodologia propuesta

Como se habia mencionado, la wavelet Maar se utilizara para este
analisis. 81 se considera la wavelet Maar continua unidimensional,
asociada con z(x):

Wa,b)= %Tz(x) w[x;_b}x ®

donde a=0y & sonreales, y * significa complejo conjugado.
La transformada wavelet de z(x) se convierte en:

W(a,b) = éfz ) T * o) do @
0

= L fi2,00+ 2,001% *@oX a0

considerando una variacidn lenta de a(x) y &(x), e igualando con la
transformada de la sefial analitica, se obtiene:

W(a,b) = P*{alay + & ) [ (0)e’ @ ®)

Usando lawavelet Maar, se obtiene:

W (a,b) =¥y *{ala + ¢’ @)} B)e’ ¥

- {a[% 4 q:'(b)]}2 e(—a[ﬁb‘*ﬁ’(b)')zmb(b)ej[ﬁhﬂv(b)

©

Cuando () dcanza un maximo en w=+(2"%) y llevando a cabo
una simplificacién matematica, se tiene lo siguiente:

@b) = angle {Wla, (0),b]} - @b Q)

Detectando el valor de amplitud mayor en cada posicién & relativo a
x, la fase modulante p(%) de gfx) se puede recuperar, obteniendo de
esta forma la informacidn deseada De le ecuacién 7 se puede
observar la frecuencia g esta frecuencia estd relacionada
directamente con la frecuencia fj utilizada en el método de
perfilometria de Fourier.

La figura 2 presenta el diagrama a blogues del método propuesto.
Como primer paso se obtiene la imagen gque contiene al objeto a
digitalizar. Después, se determina el nimero de franjas que contiene
la imagen, este nimero es importante debido a que sirve para
encontrar la frecuencia espacial f3. Un paso adicional es el seleccionar
el método a utilizar, hien sea el método FTP Modificado o el de
Wavelet. Deinicio, se selecciona siempre el método de wavelet, en el
cual se aplica el algoritmo ya descrito previamente

Obtener
Imagen

l

Calcular namero
de franjas

l

Calcular f;

Determi
nar

metodo

FTP Modificado Wavelet

¥
Desdoblamiento
de fase

l

Reconstruccion
del objeto

Figura 1. Metodologia propuesta

Uno de los pasos cruciales en la reconstruccién 3D es el de
desdoblamiento de fase (phase unwrapping), para el cual se utiliza la
ecuacién 7 y se resta la frecuencia f Finalmente se aplica el
algoritmo de desdoblamiento de Itoh [8], obteniendo el objeto
reconstrui do.

Resultados experimentales

Para probar la metodologia se crean objetos virtuales creados por
computadora, como se observa en la figura 2. Posteriormente se
genera un patrén de franjas sinusoidales con una frecuencia espacial
que se agregan al objeto descrito. Es importante notar que como se
habia mencionado anteriormente, la transformada wavelet se puede
implementar mas facilmente si se tienen multiplos de 2, por esta
razdn se generaron imagenes de 512 x 512 pizeles. El resultado es
que las franjas son distorsionadas por el objeto virtual y de esta forma
tenemos nuestro objeto a digitalizar, como se observa en la figura 3.
Notese gque en la vista de la figura 3, se tiene un patrén distorsionado
ideal, es decir, sin sombras ni objetos con huecos.
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FTéJm 2. Objeto virtual creado por computadora

Figura 5. Malla del mapa de fase del objeto
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Figura 6. Fase desenvuelta que muestra el objeto reconstruido
& Finalmente en la figura 6 se observa el objeto reconstruido después de
L aplicarle la metodologia completa. Ademas en la figura 7 se muestra
10 el error entre el objeto reconstruido y el objeto creado virtualmente.
20 Se puede notar que se tiene un mayor error en los cambios abruptos
250 de forma
300
% 5. Comparacion con Perfilometria de Fourier
o Modificada
450
S L L LAY Con el objeto de validar el método, al objeto con las franjas
| — proyectadas y que se muestra en la figura 2, se aplicé la metodologia

Figura 4. Imagen del mapa de fase del objeto

de Perfilometria de Fourier Modificado, ¥ los resultados se muestran
en la figura 8. Como se puede observar, la forma del objeto

Al aplicar la transformada wavelet se obtiene el mapa de fase
mostrado en la figura 4. Claramente se cbserva que no existen
cambios abruptos de la fase intermedios en la imagen que se
normalmente se pudieran observar como ruido de alta frecuencia

reconstruido se parece al original, sin embargo, presenta algunas
diferencias marcadas en los bordes de la piramide.
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Figura 7. Error en el proceso de reconstruccion

La variacién del error al aplicar el método de Transformada Wavelet
en comparacién con el de Perfilometria de Fourier Modificado, esta
en el orden de 3 a 5%. Considerando los hechos presentados, se puede
afirmar que el método de transformada wavelet presenta ventajas
sobre otros métodos ya establecidos y se puede aplicar con cierto
grado de confianza.
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DdWe | k| NAUBEL- A 08 80
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Figura 8 Objeto reconstruido utilizando el método de Perfilometria
de Fourier Modificado.

S —
—

Figura 9. Objeto real a digitalizar utilizando transformada wavelet.

igura 10. Objeto reconstruido usando el método propuesto.

Finalmente, la metodologia basada en transformada wavelet se aplicd
en un objeto real, el cual se muestra en la figura 9. El resultado de la
reconstruccién se muestra en la figura 10. Nétese que el método
muestra un excelente desempefio al reconstruir el objeto, y solamente
en una pequefia parte muestra un error en la forma del objeto.

6. Conclusiones y trabajo futuro

En este articulo se presenté una metodologia de reconstruccién tri-
dimensional basado en transformada wavelet. El método rmuestra un
buen desempefio cuando se utiliza con objetos virtuales creados por
computadora, ¥ atn comparandolo con otros métodos establecidos
como el de Perfilometria de Fourier Modificado, el error es menor en
el método propuesto. Se llevé a cabo una digitalizacién a un objeto
real, mostrando buenos resultados.

El método pudiera mejorar al profundizar en el analisis matematico
de las frecuencias que ocasionan un traslape en el proceso de
desdoblamiento de fase. Como trabajo futuro, se llevardn a cabo
pruebas con otros tipos de wavelet, para encontrar una metodologia
que se adapte mejor a las diferentes variaciones en formas de objetos
a digitalizar.
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Abstract

Abstract— This work present a modified Fourier
Transform Profilometry method, in particular, the
development of local and global phase unwrapping
algorithms has been considered, because this is one
of the major challenges when this method is
applied. The basic idea is to project a sinusoidal
fringe pattern with a known spatial frequency on the
object to digitize, and then a vision system captures
and processes the image to obtain the object’s depth
information. First, the fringe pattern is projected on
a reference plane then an image is acquired, later
the object to digitize is placed in front of the
reference plane and then another image is acquired.
The fringe pattern is distorted due to the object’s
irregular shape. One of the main difficulties to face
is the high frequency content in the unwrapping
process. This effect can be minimized by knowing
the spatial frequency and its multiples. Here, we
propose to implement global and local phase
unwrapping algorithms to overcome the high
frequency problems. These algorithms are part of
the modified Fourier Transform Profilometry
Method (FTP), where the resulting phase difference
of the acquired and processed images have the
information of the object’s depth. Some tests with
computer generated and real objects with different
geometries are carried out to verify the proposed
methodology, considering the factors that mostly
affect the method.

Keywords— Global, Local, Phase Unwrapping, profilometry
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1. INTRODUCTION

In the last three decades, the idea to extract the 3D
information of a scene from its 2D images has been widely
investigated. Several contact and non-contact measurement
techniques have been deployed in many science and
engineering applications to compute the 3-D surface of an
object. Basically, the aim is to extract the useful depth
information from an image in an efficient and automatic way.
Then, the obtained information can be used to guide various
processes such as robotic manipulation, automatic inspection,
reverse engineering, 3D depth map for navigation and virtual
reality applications [1][2][10]. Among all the diverse
methodologies, one of the most widely used is the fringe
pattern analysis technique. Fringe pattern analysis algorithms
can be classified into two categories: spatial and temporal
techniques. Spatial algorithms calculate the phase of a pixel in
a fringe pattern depending on its neighboring pixels. Examples
of a spatial technique are; Fourier fringe analysis, wavelet
transform fringe analysis and direct phase demodulation.

Spatial techniques require at least one fringe pattern to
calculate phase components. Conversely, temporal algorithms
require at least three images to calculate the phase components
of a fringe pattern.

Any fringe analysis algorithm can be divided into many
processing stages: phase extraction and phase unwrapping.
The first stage extracts the phase of a fringe pattern by using
Fourier [1][3] or Wavelet [4][5] among other algorithms,
The phase produced by this stage is typically wrapped into the
interval (z, -m). The wrapped phase contains 27 step changes,
which could be removed by using phase unwrapping
algorithms. The phase unwrapping algorithms can be divided
in two categories: local and global phase unwrapping
algorithms. Local phase unwrapping algorithms find the
unwrapped phase values by integrating the phase along a
certain path and are also called path-following algorithms [6].
Global phase unwrapping algorithms locate the unwrapped
phase by minimizing a global error function and are also
called minimum-norm algorithms [6].

In this work, comparisons between local and global phase
unwrapping algorithms are presented as the main contribution.
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Uno de los pasos dentro de la metodologia es calcular el nimero de franjas que se le proyectan a
un objeto real o creado virtualmente. Existe mas de alguin modo de determinar el nimero de franjas,
sin embargo, para el trabajo de tesis presente se propuso un algoritmo cuyo diagrama de flujo esta
descrito en la figura 3.4 y cuyo codigo se programé en MATLAB. Para el célculo de franjas se
necesita un archivo que contenga la imagen de tamafio 512 x 512 pixeles, que se quiera procesar,
y el resultado de la funcion serd un numero que indique cuantas franjas verticales o distorsionadas

haya en la imagen.

S
s funcidén ntmero de franjas
%% calcula el numero de franjas que se le proyectaran %%
%% a un objeto para su reconstruccidn %%
5 creado: mayo 2009 %%
5 autor: maria eugenia gquintanar pérez %%
5 asesor: dr. J. carlos pedraza ortega %%
entradas: fringes matriz de datos de la imagen %%

de tamafio 512x512, con franjas %%
5 salidas: num f nUmero de franjas gque hay en la imagen
para determinar la fo
o

o® o° o° o° o
o® o° o° o° o

o° o
o° o\

o
© o\
o

dim=length (fringes);

figure(l); colormap(gray(256)); imagesc (fringes);
tempo=dim/2;

x=double (fringes (tempo, :,2));

figure(2); plot(x); grid on;

xmax=max (x) ;

xmin=min (x) ;

x=x- (xmax+xmin) /2;

figure (3); plot(x); grid on;

cuenta f=0;
ref=-1;
for i=1l:dim
temp=sign(x (1)) ;
if temp==-ref
ref=-ref;
cuenta f=cuenta f+1;
end
end
num_ f=floor (cuenta f/2);
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