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Introduccion

El problema de controlar un péndulo invertido en su posicion de equilibrio es un problema
clasico de control que presenta la problematica de tener un objetivo de estabilizar un punto de
equilibrio inestable. Existen una gran variedad de métodos y modelos de control en la
actualidad, cada uno con sus particularidades, ventajas y desventajas, pero en esencia todos

tienen el mismo fin, controlar.

En este trabajo se aborda el problema del péndulo invertido sobre carro movil (PICM) a partir
de su modelado matematico. Se dan algunas definiciones Utiles sobre control, estabilidad, y
ubicacion de polos. Se define el método de control mediante variables de estado por
retroalimentacion de estado completo. Se sientan las bases para el control de sistemas lineales
invariantes en el tiempo y como obtener modelos matematicos lineales mediante

aproximaciones lineales a partir de sistemas no lineales en un punto de equilibrio dado.

Con dichas bases previamente descritas, se muestra como utilizar las herramientas digitales,
como Matlab y simulink, para el disefio de un compensador para el péndulo invertido, asi
como la obtencién de un modelo discreto, para su implementacion a partir de un modelo
continuo lineal. Se calculan las ganancias del compensador discreto, se realizan simulaciones
para finalmente implementar el sistema de control en una plataforma de tiempo real. Los
resultados obtenidos muestran la complejidad inherente al punto de equilibrio inestable del péndulo

invertido sobre carro movil.



Planteamiento del problema

El control de un péndulo invertido sobre carro movil es un problema de control de un sistema
inestable. Este consta de un péndulo colocado sobre un carro que puede acelerar o frenar hacia
un lado o hacia otro. La articulacion del péndulo tiene un solo grado de libertad. La meta es
regular la fuerza y direccion de la aceleracion del carro para mantener al péndulo en su estado

vertical.



Objetivos

Objetivo general

Implementar un control de péndulo invertido sobre carro movil mediante un algoritmo de
control utilizando un CompactRIO y LabVIEW.

Obijetivos especificos

Modelar el sistema del PICM en tiempo continuo.

Disefar un sistema de control lineal para un PICM.

Simular el control del PICM.

Implementar el sistema de control discreto del PICM en la plataforma compactRIO de
National Instrument.

Realizar pruebas de validacion del sistema de control del PICM.



Justificacion

En la industria existe la necesidad de la aplicacion de técnicas de control, pues solo asi se
puede mejorar la calidad y la eficiencia de los procesos. Hay ocasiones donde estas técnicas
son necesarias pues el sistema que se desea controlar es inestable. Aprender a controlar el
sistema de péndulo invertido sobre carro mdvil desarrolla las competencias para poder

controlar diversos sistemas reales, ya sean estables o inestables.



Antecedentes

La notacion compacta para expresar derivadas con respecto al tiempo en este
trabajo es:

dx = d?x

X=—%=—;
dt dt?

donde x puede ser un escalar o un vector.

Modelo Matematico del PICM

Considere el péndulo invertido de la Figura 1. El pivote del péndulo esta montado en un carro
que se puede mover en direccion horizontal (Yoshida, 1999) (Muskinja, 2006). Se considera
que la masa del péndulo esta distribuida uniformemente a lo largo del mismo por lo cual tiene
un centro de masa, el cual se asume que es el centro geométrico, e inercia alrededor de este

punto.

Figura 1 Péndulo invertido sobre un carro.

La nomenclatura para la Figura 1 es:
My m, masa del carro y masa del péndulo, respectivamente;
G, centro de masa del péndulo;

1, inercia del péndulo alrededor de su centro de masa;



[, distancia del pivote al centro de masa del péndulo;

x(t), posicion del carro (se mide desde el origen hasta la posicion del pivote en el carro);
x¢ coordenada del centro de masa del péndulo en x;

Y¢, coordenada del centro de masa del péndulo eny;

6(t), posicion angular del péndulo (definido desde la linea vertical);

g, fuerza de gravedad;

u(t), fuerza aplicada al carro.

El péndulo invertido es inestable de tal manera que se podria caer en cualquier momento en
cualquier direccion a menos que una fuerza de control adecuada se aplique (Chaturvedi,

2008). Se definen las coordenadas del centro de masa del péndulo (x;, y;) (Ogata, 2002):

xe = x(t) + Lsin (6(t)) 1)
Ve = lcos(6(t)) )

Xg = x(t) + 6(t)lcos(6(1)) (3)
Ve = —60(t)Isin(6(t) (4)

Para obtener el modelo matematico del péndulo se utiliza el enfoque de energia. Primero se
obtiene la energia cinética del mecanismo completo, la cual esta dada como:
k= kpe +keq ®)

donde k. es la energia del péndulo y k., es la energia del carro.

La k,. se compone de una parte traslacional y otra rotacional, de manera que:

1 1 .
kpe = Em(ffcz; +y8) + 519(02 (6)

y la k., se compone Unicamente de una parte traslacional:

1 )
keo = EMx(t) ()

De manera que sustituyendo (3) y (4) en (6) y después sustituyendo (6) y (7) en (5) se obtiene:



k = %M}'c(t)z + lm [(J'c(t) + Hl(t)lcos(e(t)))2 + (—é(t)lSin(e(t)))z]

2
1 ®)
Z10(6)2
+ 2IH(t)
Expandiendo los términos cuadréaticos de (8):
1 1 . .
k= EMX(t)Z + Em[a’c(t)z + 2x(£)0()lcos(6(8)) + 6(£)%1%(cos(6(1)))?
(9)
. 1 .
+60(0)212(sin(60(0)))?] + Ele(t)2
Simplicando (9) y aplicando identidades trigonométricas se tiene que:
1 . 1 .
k = > (M +m)x(£)? + mx(£)6(t)lcos(0(t)) + > (ml? + )6 (t)? (10)

Ahora, como el carro se mueve en un plano horizontal se considera que su energia potencial es
cero (Fantoni, 2002), por lo que la energia potencial del mecanismo completo es igual la
energia potencial del péndulo. En la Figura 2 se pueden observar los vectores F y d, y de la

definicion basica de energia se sabe que la energia potencial esta dada por:

P=F-d (11)

[ — lcosB I

Figura 2 Péndulo simple.



De la Figura 2 se sabe que G es el centro de masa, 6(t) la posicion angular respecto a la
vertical, F es el vector de fuerza (peso del péndulo) desde el centro de masa, d es el vector
distancia desde la posicion actual (del centro de masa) del péndulo hasta su posicion invertida,
es el &ngulo desde el vector F hasta el vector d y por Gltimo S es el &ngulo desde la horizontal

del centro de masa hasta el vector d.
Se define:

F =mg (12)

Y sustituyendo en (11) se tiene:

P=F-d=mgl|d|cosa (13)

Haciendo una sustitucion trigonomeétrica se tiene:

P=F-d=mg(—|d|sinp) (14)

y finalmente se tiene:

P = —mg(l - lcos(@(t))) =mgl(cos(6(t) — 1)) (15)

Se define el Lagriangiano del siguiente modo:

L=K-P (16)
Sustituyendo los valores de K y de P, obtenidos en (10) y en (15) se tiene:

L= %(M + m)x(t)?

+mx(£)0(t) cos(6(t)) + % (ml? + DO(t)? (17)

—mlg(cos(6(t) — 1))



Para obtener el modelo matematico se debe sustituir el Lagrangiano en las ecuaciones de
Euler-Lagrange (Wells, 1972.) (Kelly, 2005) como se muestra a continuacion:

d oL oL _
dtox(t) ox(t)

u(t) (18)

d oL 9L _ 0 19
dtad) 06t (19)
entonces:
oL , :
%0 = (M + m)x(t) + mlo(t) cos(6(t)) (20)
oL _ 0 21
ox(t) 1)
oL , , :
360 mlx(t) cos(0(t)) + (ml? + DO(t) (22)
% = mglsin(0(t)) — mlO(£)x(t) sin(6(t)) (23)
y por lo tanto:
oL i N oy
300 (M + m)i(t) + mll(t) cos(0(t)) —mlo(t)?sin(0(L)) (24)
% = ml#(t) cos(0(t)) — mlo()x(t) sin(8(t)) + (mi? + 1)O(t) (25)

y por ultimo sustituyendo (21), (23), (24) y (25) en (18) y (19) se obtienen las ecuaciones
diferenciales que rigen el sistema:

(M +m)x(t) + mlé(t) cos(@(t)) — mlo(t)? sin(@(t)) = u(t) (26)

mi(t) cos(0(t)) + (ml? + () —mgsin(0(t)) = 0 (27)



Suponiendo que ml? > I, es decir, que I es despreciable, y simplificando se obtiene (Tewari,
2002)

(M 4+ m)i(t) + mlo(t) cos (é(t)) —mlé()?sin(0(t)) = u(t) (28)
mi(t) cos(8(t)) + mlé(t) —mg sin(@(t)) =0 (29)

Diferentes representaciones del modelo de PICM

Ecuaciones de estado.

Las ecuaciones de estado pueden ser aplicadas a sistemas no lineales y lineales, variantes e
invariantes en el tiempo. Este método es conocido como el método moderno. El estado de un
sistema se refiere a las condiciones presentes, pasadas y futuras del sistema. Desde una
perspectiva matematica es conveniente definir un conjunto de variables de estado y de
ecuaciones de estado para representar a los sistemas (Kuo, 1996). Existen reglas
fundamentales para definir variables de estado y ecuaciones de estado. Se considera definir a
las caracteristicas de un sistema mediante un conjunto de variables de estado x;(t),

x5(t), -+, x,(t). Si estas son las variables de estado entonces estas deben cumplir con:

1.- A cualquier tiempo t = t, las variables de estado x; (t), x,(t), :*-, x,(t) definen el estado

inicial del sistema al tiempo de inicio seleccionado.

2.- Una vez que las entradas del sistema para t >t, y los estados iniciales arriba son
especificados, las variables de estado deben definir completamente el comportamiento futuro
del sistema.

Por lo tanto, las variables de estado se definen como sigue:

Las variables de estado de un sistema son definidas como el minimo conjunto de variables,
x1(t), x,(t), -+, x,(t) tal que el conocimiento de estas variables a cualquier tiempo t,, mas la
informacién de la excitacion de la entrada subsecuentemente aplicada, son suficientes para

determinar el estado del sistema a cualquier tiempo t > t,.

Para un sistema de p entradas y q salidas, lineal o no lineal, variante o invariante en el tiempo,

las ecuaciones de estado del sistema se escriben como:

10



izﬂ=ﬁuﬂu@axmmxunuwﬂﬂwwﬂﬂl (30

donde x;(t), x,(t), -, x,(t) son las variables de estado; r;(t), r(t),--, 7, (t),s0n las

variables de entrada: y f; denota la iesima funcion. La ecuacién de salida relaciona entradas y

variables de estado con las salidas cy (t).

Ck (t) ) [xl (t)’ X2 (t)’ Tty xn(t)' rl(t)' p) (t), ) rp(t)] (31)
K=12,q.

donde g, denota la kesima funcion. Al conjunto de las ecuaciones de estado con las de salida,

se le conoce como las ecuaciones dinamicas del sistema.

En la ecuacion de estado el lado izquierdo debe contener solo las primeras derivadas de las
variables de estado y en el lado derecho a las variables de estado con las entradas. Las

ecuaciones dindmicas suelen representarse en forma matricial. A continuacién, se definen:

x1(8)
x(t) = I"Zf”‘ (nx 1) (32)
X ()
donde x(t) es definido como el vector de estado;
0]
r© =" ex 1 (39
1 ()

donde r(t) es definido como el vector de entrada; y

c1(t)
c2(t)

cy(t)

donde c(t) es definido como el vector de salidas. Luego la ecuacién de estado (30) se puede

c(t) = (gx1) (34)

reescribir como:

11



dx(t)
rraiab [x(t), (D] (35)

donde f es una matriz de n x 1 que contiene las funciones f;, f,, -, f, como elementos y la

ecuacion (31) se convierte en:

c(t) = g[x(@®),r(®)] (36)
donde g es una matriz de g x 1 que contiene las funciones g;, g, ", gn, COMO elementos.

Para un sistema lineal invariante en el tiempo las ecuaciones dindmicas se escriben como:
Ecuacion de estado:

dx(t)
dt

= Ax(t) + Br(t) (37)

Ecuacion de salida:

c(t) = Dx(t) + Er(t) (38)

donde A es una matriz de coeficientes de n x n dada por:

A11 QA2 A

A= (3)

B es una matriz de n X p dada por:

by b1z blp
p=| b P (40)
bt buz by
D es una matriz de g x n dada por:
d11 d12 dln
p=|f dz o (@1)
dgr dgz dgn
y E es una matriz de g X p dada por:
€11 €12+ €1p
A (42
€q1 €q2- er.w

12



Linearizacién

Un sistema dindmico que tenga caracteristicas no lineales puede ser representado por una

matriz de la siguiente forma:

2 = o) ()

donde x(t) es el vector de estados de dimension n x 1, r(t) es el vector de entradas de

dimension p x 1,y fx(t); r(t)] es el vector de la funcién de n x 1,. Por lo general f es una

funcion de el vector de estados y el vector de entradas (Ogata, 2002).

Como el método de la funcion de transferencia es estrictamente para sistemas lineales
invariantes en el tiempo, el hecho de poder representar una funcion no lineal y/o variante en el

tiempo, mediante ecuaciones de estado, es una gran ventaja.

A continuacidn, se describe el proceso de linearizacion que consiste en expandir una ecuacion
de estado no lineal en su serie de Taylor cerca de un punto de operacion nominal o trayectoria.
Todos los términos de la serie de Taylor de orden mayor a 1 son descartados, y resulta la

aproximacion lineal de la ecuacion de estado no lineal en el punto nominal (Kuo, 1996).

La trayectoria de operacion nominal es denotada por x,(t), y corresponde a la entrada
nominal r,(t) y a un estado inicial fijo. Expandiendo la ecuacion de estado no lineal de la
ecuacion (43) en una serie de Taylor alrededor de punto x(t) = x,(t) e ignorando todos los

términos de orden mayor se tiene:

n 4
dafi(x, df;(x,
j=1 / j=1 J

i=12,n.Si

Ax = x; — X, (45)
y

Ar =1;— 1, (46)
entonces

Ax = x; — Xg (47)
como

13



x; = fi(%0,70) (48)
la ecuacion (54) es escrita como

n 14
af;(x,r afi(x,r
pi = Y D), o Y (49)
_ 0x; ’ , or; ’
Jj=1 j=1
Esta Gltima ecuacion se puede escribir en forma matricial
Ax = A*A, + B*A, (50)
donde
[0f1 0f1 0f1
dx; 0xy 0x,
of, 3, of;
A =|0x, 0x, 0x, (51)
Oy 8fs O
[0x; 0xo dx, |
0f1 Of O]
or, 07 or,
B* =|or, or, or, (52)
_arp (')rp arp |

donde A* y B* son evaluados en el punto nominal. Por lo tanto, se ha linearizado el sistema no

lineal de la ecuacion (43) en el punto nominal de operacion.
Funcion de transferencia.

La funcidn de transferencia es una herramienta que despefia una funcién importante en la
caracterizacion de sistemas lineales invariantes en el tiempo. Para un sistema lineal invariante
en el tiempo, en la teoria clasica de control, la funcion de transferencia es la base que relaciona

las entradas con las salidas.

Para comenzar a definir a la funcion de transferencia primero hay que considerar una ecuacion

diferencial de un sistema dinamico lineal invariante en el tiempo de orden “n” (Ogata, 2002).

14



d"c(t) d" lc(t)

_dc(t) + a,c(t)

g M Tgmm Pt Gy (53)
d™r(t) d™ 1r(t) dr(t)
= bO drm + 1W ---+bn_17+bmr(t)

donde c(t) es la variable de salida y r(t) es la variable de entrada. Los coeficientes,
ap,aq ... , Qny b, by ... ,by, son constantes, y n >m. La ecuacion diferencial (53)
representa una descripcion completa del sistema entre la entrada r(t) y la salida c(t). Cuando
las entradas y las condiciones iniciales son conocidas se puede obtener la salida mediante la
solucion de la ecuacidn (53). Sin embargo, esta forma de ecuacion es complicada para su
andlisis y ecuaciones de orden mayor son de poco uso practico (Kuo, 1996). Una forma
conveniente de definir al sistema es mediante la funcién de transferencia y la respuesta al
impulso. Para obtener la funcion de transferencia del sistema lineal de la ecuacién (53) se
aplica la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion y se asume cero para las

condiciones iniciales, por lo tanto, se tiene:

(aps™ + a;s™ 1+ -+ ay_15 + a,)C(s) (54)
= (bos™ + bys™ L + -+ 4+ byy_1S + by)R(S)
La funcion de transferencia del sistema es definida como la razon entre C(s) y R(s); por lo

tanto:

C(s) bos™+bys™t+--+b,_1s+b
R(s) ays"+a;s"1+--4+a,4s+a,

Controlador por retroalimentacién completa de estado

Si un sistema es completamente controlable, sus valores caracteristicos pueden ser asignados
de forma arbitraria a través de la realimentaciéon de estado (Kuo, 1996). La realimentacién
completa del estado se refiere a un controlador que genere un vector de entradas, u(t), de

acuerdo a una ley de control (Tewari, 2002).
Con base a lo establecido por Kuo (1996) y Tewari (2002) se define un controlador:

u(t) = —Kx(t) (56)

y una matriz de lazo cerrado:
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donde:
x(t) es el vector de estado de la planta y pertenece a R™*?,

u(t) es el control escalar,

K es la matriz de realimentacion con elementos de ganancia constantes y pertenece a R*™,

Ay B son las matrices de coeficientes de la ecuacion de estado.

Figura 3 Diagrama esquemadtico de una retroalimentacion de estado.

Discretizacion

ECN

Para derivar la representacion digital de un sistema de variables de estados se comienza por el

diagrama esquematico de la figura 4 para un sistema de orden enésimo analogo. (Tewari,

2002) Para el dibujo de este diagrama se debe introducir una variable q(k) para equilibrar los

retrasos ocurridos por la discretizacion.

() () ) ()Y
by, by_4 b3 by by
Xk + 1)
ulk) qlk+n) xn(K) -1 (k) x,(k) x: (k)
L D D
- qlk+n-1) q(k+n-2) qlk+1) q(k)
An—1q 2 a; Qo

TS

Figura 4 Diagrama esquemdtico para sistema digital de orden n
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En la figura 4 los elementos marcados con una D representan retardos. La salida x(k) de los
elementos de retardo son las entradas x(k+1), retrasadas por un intervalo del retardo. La
funcién de transferencia de un elemento de retardo es 1/z, por lo tanto, el retardo es la funcion
equivalente a la del integrador. Se pueden elegir a las variables de estado
x1(k),x,(k), -+, x,(k), arbitrariamente para ser las salidas de los elementos de retardo. Asi la

ecuacion de estados digital queda de la siguiente forma:

x1(k+ 1) = x,(k) (58)

x,(k + 1) = x3(k) (59)

o Xpoq(k+1) = n(k) (60)

Xn-1(k + 1) = —[an_1%, (k) + an_oxp_1(k) + -+ agxy (k) — u(k)] (61)

La salida de la ecuacion es obtenida sumando la parte de arriba del esquema de la figura 4

como sigue:

y(k) = box1(k) + byxz (k) + -+ + by_1 2, (k) + bpxyn(k + 1) (62)
Y sustituyendo la ecuacion (61) en la (62) la salida de la ecuacion se expresa como sigue:

y(k) = (bg — agbp)x1(k) + (by — aybp)x2(k) + -+ + (bp—1 — An_1by)xn (k)

(63)
+ b,u(k)
La matriz de la ecuacion de estados digital es la siguiente:
xl(k + 1) 0 1 O o 0 xl(k) 0
x,(k + 1) 0 0 1 = 0 x, (k) 0
: = : & & i : +|: [u(k) (64)
Xy (k + 1) 0 0 0 - 1 x| o
x,(k + 1) —ayg —a; —az " —ap-1d L x,(k) 1
y la matriz de salida queda como sigue:
x1 (k)
k
y(k) = (B = @oby) (bs = @yby) + (byoy — anosby) [0 |+ butl)  (69)
xn (k)

Un sistema digital general multivariable, lineal, invariante en el tiempo, puede ser

X = Ax + Bu (66)
y=Cx+Du (67)
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representado por la siguiente representacién en espacios de estado:

En la representacion de una ecuacion de variables discretas de estado se asume que t = Tk
donde T es el tiempo de muestreo y k corresponde a k = 0,1,2, ---. El vector de entrada u(t)

cambia Unicamente a instantes de tiempo que cambian a intervalos igualmente espaciados.

Para entender el proceso de discretizacion la notacion sera kT y (k + 1)T envezde ky k + 1.

La ecuacion de estado (66) puede ser representada por

x((k + 1)T) = Ag(T)x(kT) + By(T)u(kT) (68)

donde A; y B, dependen del valor de tiempo de muestreo T, una vez que sea definido,
entonces Ay Y B, se convierten matrices constantes. Para obtener los valores de A4(T) y

B, (T) se usa la ecuacion:

¢
x(t) = e4'x(0) + j eAt-T)By(T)dT (69)
0

que es la solucion de la ecuacion (66). Las entradas del vector u(t) son muestreadas y

alimentadas a un retenedor de orden cero de tal forma que:

u(t) = u(kT) (70)
para kT <t < kT +T.
Dado que:
(k+1)T
x((k+ 1T) = eA®+DTx(0) + eA("“)TJ e ATBu(T)dT (71)
0
y
KT
x(kT) = e**Tx(0) + eAka e ATBu(T)dT (72)
0

Multiplicando la ecuacion (72) por e4T y sustrayéndola de (71)
(k+1)T

x((k+1T) = eATx(kT) + eA("“)Tf e AT Bu(T)dT (73)
KT
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De la ecuacion (70) se reescribe el valor de u(t) como el valor constante u(kt) de donde
obtiene:
T
x((k +1)T) = eATx(kT) + 4T f e A Bu(kT) dt (74)
0
T
x((k—kl)T)::eATx(kT)+-f e Bu(kT)dA (75)
0
donde A = T — 1. Finalmente se definen las matrices discretas como:
Ad = e4T (76)
T
Bd=<]e“¢0B (77)
0

Se

Como las matrices para los valores de la salida y de escalamiento no dependen del tiempo de

muestreo T estas quedan como:

cd

I
)

(78)

Dd =D (79)
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Metodologia

Ecuacién de estado no lineal del PICM.

De (29) tenemos:

0(t) = mil (mg sin(8(t)) — mi(t) cos(6(1))) (80)

Sustituyendo (80) en (28) se tiene:

(M + m)#(t) + (mg sin(0(1))

: (81)
— mi(t) cos(6(t)) cos(6(t)) —mlO(£)? sin(6(¢)) = u(t)
Se expande la ecuacion y se aplican identidades trigonomeétricas:
(M + m)i(t) + mg sin(0(t)) cos(0(t)) + mx(t) sinZ(H(t)) — mi(t) @)

—mlo()?sin(0(t)) = u(t)
Agrupando y eliminando términos se tiene:
(M +msin”(0(D)) #(t) + mg sin(8(D)) cos(8(t)) —mlA(£)?sin(8()) = u(t) (83)
Finalmente despejando:

1

i(t) = (u(t) + mlo(t)? sin(6(1))

M+m sinz(ﬁ (t)) (84)

— mg sin(@(t)) cos(6(1))

Despueés, se sustituye (84) en (80) para dejar la Gltima en términos de 6(t):

s 1 ) mg cos(@(t)) A _
6(t) = —[mgsin(6(0)) - s (600) (u(t) + mlo()* sin(6(1)) -
—mg sin(@ (t)) cos(6(t))

Reacomodando y simplificando se tiene:
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_mg sin(6(t)) cos?(8(¢)) mlf ()% sin(6(t)) cos(8(t)) — u(t) cos(8(t)) + Mg sin(8(t)) + mg sin3(6(t))
N (M +msin’(8(D))!L

IO (86)

Aplicando identidades trigonométricas se reduce a:

(M +m)gsin(6(t)) — mlO(t)? sin(e(t)) cos(@(t)) —u(t) cos(6(t))

i(t) = 87
(0 (M + msin2(6(0)] ®7)
Se define un vector de estados (Tewari, 2002):
X1 0 (t)
_ X2 _ X(t) 4
X = x| = 9(1’) €R (88)
Xal o Lx(0)

Y utilizando (84) y (87) es posible escribir la ecuacién de estado del SIPC (J.M., 2010) como:

p X1 fi
%= flou) = ii‘ = l?
X4 fa

X3 :
Y (89)

(M + m)g sin x; — mlxZ sin x; cos x; — u(t) cos x;
= (M + msin 2x;)l
—mg sin x; cos x; + mlx3 sin x; + u(t)

M + msin %x,

Modelo lineal del PICM.

Aunque aproximar una ecuacion de estado no lineal a una ecuacion de estado lineal es un
método muy Util, se debe mencionar que su principal desventaja es que los resultados que se
obtienen so6lo son validos en una region restringida del espacio de trabajo del proceso que se
desea controlar (Ogata, 2002). En el caso del péndulo en su posicién invertida, esto significa
que, aungue si se permita que el péndulo se mueva, estos movimientos no deben ser tales que
la configuracion del péndulo sufra cambios demasiado grandes respecto a su configuracion de

equilibrio.
Considere la ecuacion diferencial (Coron, 2010):
% = f(x,u) (90)
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donde:
x € R™ es un vector de n dimensiones.
u € RP es un vector de p dimensiones que representa la entrada de la ecuacion diferencial.

Definicion 4.1 Un punto de operacion es aquella pareja (x*;u*) tal que f(x*;u*) = 0. Esto
significa que la solucion de la ecuacion diferencial puede permanecer en “reposo” en el valor
constante x*, porque x* = f(x*;u*) = 0, si se aplican las entradas adecuadas u* (p entradas)

que también resultan ser constantes.

Como (89) esta dada de la forma de (90), siguiendo la Definicion 4.1, los puntos de operacién

de (89) se obtienen al hacer:

X3
X4 0
(M + m)g sinx; — mlxZ sin x; cos x; — u(t) cos x;
= flxtut) = — -1°l (@
’ (M + msin “x4)l 0
—mg sin x; cos x; + mlx? sinx; + u(t) 0
M + msin %x,
del primer y segundo rengldn de (91) se sabe que:
x;3=60(1)"=0 (92)
xy=x)" =0 (93)
del tercer y cuarto renglon de (91) se tiene que:
(M + m)g sinx; — mlx3? sinxj cos x; — u(t) cosx; =0 (94)
u(t) = mg sinx; cos x; + mlx3? sin x; (95)
sustituyendo (94) en (95):
(M + m)g sinx; — mg sin x; cos 2x; = 0 (96)
sinx; (Mg + mg —mgcos?x}) =0 (97)
sinx; =0 (98)
por lo tanto
x; = 0(t)" = nm, nez (99)

después, sustituyendo (99) en (95):
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u()' =0

(100)

Finalmente, como x; no afecta directamente en (90) se observa que puede tomar cualquier

valor, es decir:

Ahora, teniendo los puntos de operacidn donde se desea trabajar como:

(Ogata, 2002; Tewari, 2002):

_0f(x,u)
- Ox

donde se ha definido:

X
x5
X3
Xy

Wx N *x P x

o(t)"
x(t)
9(t)
x(t)

x; =x(t)*=c€R

c
H @ =0
0

La aproximacion lineal del sistema (90) en el punto de operacion (102) estd dada como

w=u(t) —u(t)"

La ecuacion de salida del sistema esta dada entonces como (Ogata, 2002; Tewari, 2002):

z=A,+B,
[0f1 0fy 0f1 0fi]
0x; 0x, 0x3 0X4
df, 0f, 0f, 0f,
0x, 0xy 0x3 0x4
df; 0f; 0f; 0fs
0x; 0x, 0x3 O0xy
0fs 0fs 0fy Ofy

[0x1 0%y 0x3 Oxylx*

W

Ju

afa

of (x, u)I o u

ou . %

Ju

3

L g

zZ=x—-x"

y=C,+D,

(M+m)g

Ml

[uny

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)
(107)

(108)
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donde C € R¥™ y D =[0]. Se verifica que el sistema sea controlable con la matriz de
controlabilidad (Tewari, 2002; Coron, 2010), P. = [B AB A%?B A3B] € R™™". Su determinante

€es:

gZ

det(P.) = —
por lo tanto (4, B) si es controlable.

Debido a lo obtenido en (109) es posible asignar de manera arbitraria los valores propios de
(101), los cuales corresponden a los polos en lazo cerrado (Tewari, 2002), a través del
controlador propuesto en (100).

Funcidn de transferencia del PICM.

En este capitulo se hace una aproximacion a un sistema lineal de las ecuaciones de
movimiento del péndulo invertido sobre carro movil para conseguir su funcion de
transferencia. En el siguiente capitulo se explica de manera detallada un método para la

linearizacién de un sistema.
Ecuaciones de movimiento:

(M +m)i(t) + ml(t) cos (8(8)) — mi[O()]” sin(8(8)) = £(£) (110)

mli(t) cos(@ (t)) +mlB(t) —mlg sin(@(t)) =0 (111)

Donde:

m = masa del péndulo.

M = masa del carro.

[ = longitud del péndulo.

6(t) = el angulo de desplazamiento.
f(t) = lafuerza de entrada.

Si 6 es cercano a 0 entonces: sin(6(t)) se aproxima a 6 y cos(8(t)) se aproxima a 1. Por lo

que para valores de 6 cercanos a uno (110) y (111) se reescriben como:
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(M +m)i(t) + mlA(t) = f(t)
mi(t) + mlé(t) — mgo(t) =0
Si de (113) se despeja a i(t) queda:

B mgO(t) — mlo(t)
B m

x(t)

Como el numerador y el denominador tiene al término m en comun este se cancela.

() = go(t) —16(t)
Se sustituye la ecuacion (115) en la (112)
(M +m)[go() — 18] +mlb(6) = f(t)

Se expande el polinomio

(M +m) go(t) — I(M +m)B(t) + mlo(t) = f(t

Se agrupan términos

0(t)((M +m)g)+ 6(ml — (M +m)) = f(t)

Se aplica la transformada de Laplace a (118)

0(s)((M +m)g) + s20(s)(ml — (M + m)) = F(s)
Agrupando

O(s)[(M +m)g + s?(ml — (M +m))] = F(s)

O(S)[(M +m)g + s?(ml — IM —ml)] = F(s)
O(s)[(M + m)g + s?(—IM)] = F(s)

(112)
(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)
(121)
(122)

Donde O(s) es lasaliday F(s) es la entrada. Por lo que la funcion de transferencia quedara de

la forma:

0(s) 1
F(s) g(M+m)—IMs?2

(123)
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Resultados

Modelo experimental

El modelo experimental integra los elementos de movimiento fisico que describen al PICM,
con los elementos de hardware que transforman las sefiales fisicas, como velocidad y fuerza,
en sefiales eléctricas como corrientes y frecuencias. La integracion de mecéanica y electrénica

es lo que hace posible la implementacion del control digital como se explica en esta seccion.

El primer elemento es el péndulo. Esta formado por una articulacion libre, de un grado de
libertad, y un sensor. La articulacion consiste en una viga unida en su base a un potenciémetro
(RH24PC-E), esta es el péndulo y su desplazamiento es el &ngulo por controlar. Fijos a ambos
lados de la viga, se encuentran dos cilindros de goma que sirven como pivotes. Los pivotes
limitan el movimiento del péndulo de tal forma que este no puede caer mas alla de la posicion
en la que se encuentran. El potenciometro gira junto con la viga, de tal manera que su
resistencia esta ligada a la posicion del angulo. Un cambio en la posicion del péndulo ocasiona

un cambio en la resistencia del potenciémetro.

El péndulo se encuentra montado sobre el segundo elemento del PICM, el cuél es el carro
movil. Este elemento es un simple carro de dos pares de ruedas, con el péndulo invertido
montado en su centro, un encoder incremental, y un motor eléctrico (3863H012CR-158). El
motor esta acoplado a uno de los ejes de las ruedas mediante una banda dentada y engranes.
Esto se encarga de transformar una sefial de corriente eléctrica en una sefial de torque que, en
el modelo matematico, representa la fuerza mecénica que controla al sistema. El encoder
incremental (HENGSTLER RI32) es de tipo magnético y consiste en una rueda de giro libre
que tiene contacto con el piso. Al moverse el carro, la rueda gira produciendo dos sefiales
eléctricas. Estas sefiales son cuadradas y estan desfasadas, su frecuencia esta relacionada con
la velocidad del carro, y su nimero de pulsos esta relacionado con su desplazamiento. El

desface sirve para conocer la direccion de giro. En la figura 5 se muestra una foto del modelo.
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Figura 5 Modelo mecdnico.

Ecuacion de estado no lineal.

De (91) se tiene:

X3
Xg

(M + m)g sinx; — mlxZ sin x; cos x; — u(t) cos x,

donde las variables son:

M = 2kg.
m = 0.1kg.
g = 9.8m/s.
[ =0.5m.

(M + msin ?x;)1
—mg sin x; cos x; + mlx3 sinx; + u(t)

M + msin %x,

o O oo

(124)
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Sustituyendo:

X3
X4
(24 0.1)(9.8) sinx; — (0.1)(0.5)x2 sin x; cos x; — u(t) cos x;
X = (2 + (0.1) sin 2x,) (0.5) =
—(0.1)(9.8) sin x; cos x; + (0.1)(0.5)x2 sinx; + u(t)
2+ (0.1) sin 2x;

(125)

oS O OO

Simplificando, la ecuacién de estado no lineal queda como:

X3
X4
(20.58) sinx; — (0.05)x3 sin x; cos x; — u(t) cos x;
X" = 1+ (0.05) sin 2x, =
—(0.98) sin x; cos x; + (0.05)x3 sin x; + u(t)
2 + (0.1) sin 2x,

(126)

S O OO

Ecuacion de estado lineal.
Retomando de la ecuacion (104) y (105) se lleg6 a:

0 0 1 0

0 0 0
M

a=|MEmg (127)

Ml

Uy

B=|— (128)

Si se sustituyen los valores del modelo real se tiene:

0 0

0
A=|@rones . ==t (129)
(2)(0.5)
—(0.1)(9.8) 1

2 2

(@)

S =
_ o
o o

o
I

o

(@)

(@)
|

28



La unica entrada, u(t), es una fuerza horizontal aplicada al carro, y las dos salidas son la

posicion angular del péndulo, 6(t), y la posicion horizontal del carro, x(t). El vector de

estados para esta planta de cuarto orden es x(t), (126). Simplificando en (129) se obtiene:

0 010 0
|1 o oo01] ,_ 10O
4= 20.58000’3_ -1
—-049000 0.5

Funcion de transferencia del modelo experimental.
La funcion de transferencia quedara de la forma:

0(s) 1
F(s) g(M+m)—IMs?2

Sustituyendo:

o(s) _ 1

F(s) 9.8(2+0.1) — (0.5)(2)s2
-1

G($) = 77058

Por lo tanto, las raices s, y s, quedan:

S1,S, = iV2058
S$1,S2 = i4‘5365

Una de las raices es positiva por lo tanto el sistema es inestable.

Disefio mediante la ubicacion de los polos

(130)

(131)

(132)

(133)

(134)
(135)

En lugar de especificar so6lo los polos dominantes en lazo cerrado (enfoque del disefio

convencional), el enfoque actual de ubicacién de polos especifica todos los polos en lazo

cerrado. Sin embargo, hay un costo asociado con ubicar todos los polos en lazo cerrado,

porque hacerlo requiere de mediciones exitosas de todas las variables de estado, o bien

requiere de la inclusién de un observador de estado en el sistema (Ogata, 2002).

Una representacion lineal de la planta estd dada por las ecuaciones de (130), de donde se

obtuvieron las matrices de coeficientes A y B. También se definen:
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00
10
01 (136)
00
0
_ o
D=, (137)
0

Para determinar la matriz de ganancias de realimentacion K que obliga a los valores
caracteristicos de A, a ser los valores deseados primeramente se debe verificar que el sistema
sea de estado completamente controlable, lo cual se demostré en (109). Ahora, hay que
determinar los valores caracteristicos de la matriz A, para eso se determina su polinomio

caracteristico:

|sI — Al = s™+ ap_1s" 1+ +a;s+ag (138)

Se obtiene el polinomio caracteristico:

s*—20.5852 =0 (139)
y se el vector a:

a=[0 0 —20.58 0] (140)
Sacando las raices del polinomio caracteristico del sistema se obtiene la ubicacion de los
polos, la planta es inestable ya que tiene un polo con parte real positiva (y también un par de
polos en s = 0). La tarea del controlador por realimentacion de estados es estabilizar la planta.
Para hacer el sistema en lazo cerrado estable se seleccionan los polos en lazo cerrado como:

—7.853 + 3.2528i

_ |-7.853 —3.2528i
V= —7.853 + 7.853i (141)

—7.85 — +7.853i
Se desea ubicar los polos en lazo cerrado de tal manera que el polinomio

caracteristico es el siguiente:

|sI—A|l=|sI—A—BK|=s"+a,_;s" '+ +a;s+a, (142)

Dado que (141) son los polos deseados de ACL se obtiene el polinomio caracteristico como:

30



a*+31.4a% + 442.3a* + 3071.9a + 8911.3 =0 (143)

y se define al vector a:

a = [31.4 442.3 3071.9 8911.3] (144)

Se pueden conocer los pardmetros de:

K=1[K K, - Kp] (145)

de la siguiente manera:

Ki=an1—Qn 1,02 —Qn_y; - Ky_1 = —a;; Ky =ap —qg (146)

Expresado en forma vectorial (Tewari, 2002):

K=a—-a (147)
Pero dado que la representacion de la planta en espacio de estados no esta dada en la forma
canonica controlable, se debe utilizar la formula de ubicacion de polos de Ackermann (Tewari,
2002):

K = ( a— a)PCTPEI (148)
Donde P, esta definida como:
1 —apq1 —Qp —a; —a
0 1 —ay —az; —a
s (149)
0 0 0 - 1 —a,4
0 0 o -0 1

Sustituyendo todos los valores en (136) se obtiene entonces:

K =[-917.5060 —909.3161 —188.1431 —313.4622] (150)
Discretizacion del Modelo del PICM

Finalmente, repitiendo en (151) y (152)

x(K+1) o 1 0 - 0 x1(K) 0
x, (K + 1) 0 0 1 - 0 &) | |o
: = : + i S S B 71 ¢Ce) (151)
X, (K +1) 0 0 0 - 1 ||| o
xn (K +1) —Go —ay —Qz " —ap1d 1 x,(K) 1
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x1(K)
Y(K) = (bo — Gobn) (b — ayby) -+ (b — an_sby) 2| + bui),  (152)

xn (K)
y usando las formulas de (76) (77) (78) y (79) con un tiempo de muestreo de T = 100

milisegundos, se llega a:

1.1047 0 0.1095 0
—0.0025 1.000 —0.0001 0.1000
2.1293 0 1.1047 0
—0.0507 0 —0.0025 1.0000

—0.0051
0.0025
—0.1035
0.0501

1000
0100
0010
0001

Ad = (153)

Bd = (154)

Cd = (155)

Dd =

0
0
0 (156)

0
Una vez que se ha obtenido la representacion de variables de estado en su forma discreta, se

repiten los pasos utilizados para obtener la matriz de ganancias K de la formula “K = a — a”

y finalmente se obtiene:

Kd = [-74.5481,0.0000,—16.7892,—8.1250] (157)

Con estos elementos calculados, el siguiente paso consiste en la experimentacion.
Simulacion

Para poder comprobar la veracidad del modelo de control, disefiado en el capitulo anterior, se
crea una simulacion. Dicha simulacion es hecha a partir de las herramientas virtuales de la
seccion de simulink en Matlab. Se utiliza el modelo de compensador discreto para simular el
espacio de estados utilizando el modelo previamente calculado. Posteriormente se afiaden las
ganancias obtenidas en el capitulo anterior. En la figura 6 se muestra un diagrama de los

elementos de la simulacion.
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-74.5481

- Xn+1 = Axp + Buy

- ¥n = Cxp + Du,

i
busd \/

—»-16.7892 100ms

r -8.1250

v

Figura 6 Diagrama de la simulacion.

En la figura 7 se muestran los resultados de dicha simulacion. Se puede observar, que aun
cuando se inicia desde una posicion angular diferente de cero, el compensador logra estabilizar
el angulo en cero radianes. Este resultado, valida el modelo matematico de control

desarrollado en este trabajo.

Respuesta simulada

0.1 P 0 siciOn angular
0.08
m
2 0.06 1
©
g
= 004 1
o
=
2 002
<L
0
-0.02 e
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Tiempo (segundos)

Figura 7 Resultados de la simulacion.
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Prototipo experimental

El modelo fisico del péndulo invertido fue acondicionado, de tal forma, que el control
disefiado en este capitulo pudiese implementarse. En esta seccidn, se describen sus partes y el

procedimiento que se realizd para las pruebas experimentales.

El control se hace por medio de sefiales electronicas y un software de control. Las sefiales
electrénicas se encargan de la lectura y entrega de las sefiales fisicas de sistema. Esta es la
parte de potencia. El software de control estd conformado por un programa de computadora

donde se implementa el modelo de variables de estado discreto.

Potencia.

La parte de potencia sirve de intermediario entre, los sensores y actuadores del sistema
mecanico, y el sistema de control en la PC. Esta conformada por un Compact RIO (NI cRIO-
9035).

ElI NI cR10-9035 tiene las siguientes caracteristicas: CPU de nucleo dual de 1.33 GHz; 1 GB
de memoria DRAM; “arreglo de compuertas l6gico programable” (FPGA); procesador en
tiempo real “Linux Real-Time”; ranura para memoria SDHC; dos puertos de conexidn
Ethernet; dos puertos de USB como “host”; un puerto de dispositivo USB y dos seriales. En la

figura 8, se muestra un diagrama de este médulo.

NI 9505 NI 9205 NI9411

Ja

i PAlNY
22
E
55

Figura 8 Diagrama del compact RIO NI cRIO-9035 (NI, 2016).

Es aqui donde corre el programa disefiado en la PC. Recibe el programa de LabVIEW, calcula
la sefial de control, y la comunica al modulo que se encarga de controlar el torque del actuador
el modelo fisico. Recibe las sefiales de posicion, angular y linear de modulos conectados a los
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sensores del modelo mecanico y las comunica a la PC. El programa disefiado en el
computador corre en este modulo. Esta conectado a los siguientes modulos:

- NI 9505. Es un driver que se encarga de proveer al motor del modelo mecanico con la
corriente justa, mediante “Modulacion de Ancho de Pulsos” (PWM) para generar el
torque que determina el programa de control. Se encarga de que el modelo mecénico
reciba la entrada eléctrica adecuada para lograr el control modelado. Su programacion
es en “Arreglo de Compuertas de campo programable” (FPGA).

- NI 9411. Este modulo de entradas digitales se encarga de interpretar la sefial del
encoder incremental en el modelo fisico. Funciona como comparador digital,
utilizando las sefiales cuadras y su desface para conocer la velocidad y posicion del
modelo mecanico y comunicarlo al compact R10.

- NI 9205. Este médulo es un “conversor analdgico digital” (ADC), transforma a sefial
analdgica recibida del potenciometro del modelo mecénico en una sefial digital y la
comunica al compact R10. EI potenciometro en la base del péndulo invertido varia su
resistencia de acuerdo con el angulo del péndulo y estd conectado a una fuente de
poder de tal manera que funciona como un divisor de voltaje. Este voltaje es leido por
ente modulo y comunicado al sistema de control. En la figura 9 se muestra el diagrama

eléctrico de conexion de los médulos al PICM.
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Figura 9 Diagrama eléctrico.

Es la comunicacion entre todos los elementos de la parte de potencia con el computador y el
modelo mecanico los que permite implementar el modelo de control disefiado en el prototipo
experimenta. En la figura 10 se muestra un pequefio diagrama que muestra el funcionamiento
de la metodologia empleada. El sistema de control se carga en el compact RIO, esta entrega la
sefial de control, que en este caso es el torque, al modulo NI 9505 que controla al actuador del
modelo mecanico. Los sensores del modelo, el encoder y el potenciometro, entregan las

sefiales de posicion, linear y angular, a los modulos, NI 9411 y NI 9205, respectivamente.
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Estos interpretan las sefiales de los sensores y las traducen a sefiales digitales que mandan al
compact RIO. Finalmente, el compact RIO utiliza dichas sefiales para hacer funcionar el

sistema de control y comunica las variables de entrada y salida a la computadora.

PC

Software

Y

Programa Variables de

estado
Compact RIO

Controlador embebido

Sefial de Cuenta incremental Nivel
fuerza y frecuencia analogico
NI 9505 NIo4]l NI 9205
Driver de Modulo de
ADC
Servomotor Entradas
Actuador Encoder

Potenciémetro

Modelo mecanico

Figura 10 Diagrama de control.

Software.

La parte del software se disefia en LabVIEW y se carga al compact RIO. El programa de
consta de dos ventanas: el panel frontal, donde se muestran las variables leidas y calculadas, y
se cargan las variables de control; y el diagrama de bloques, donde se disefia el programa. En
la figura 11 se muestra el panel frontal. En esta seccion el usuario determina los valores de las

ganancias del sistema de control y monitorea las variables del sistema.
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Enable/Disable

I | | STOP VI

Figura 11 Panel frontal.

Segun los resultados del modelo de control, se obtuvo una matriz de ganancias para el control
del PICM, las cuales se escriben en esta parte del programa. Cuando es activado, se carga al
compact RIO, donde el programa es ejecutado. EI compact RIO regresa el valor de las
variables de corriente, velocidad angular, posicion angular, velocidad lineal, y posicion lineal,
y las comunica de vuelta al panel frontal en tiempo real donde son desplegadas en forma de

gréfica. En las figuras 12 y 13 se muestra el diagrama de bloques.

ST | Ll Err\u;r i
i
A
B Gord B E
— Enable o
Period _ Cu‘rrgm Setpojnt _ i!!!
Actual Current (Amps) ¥ -
Drie Shstus T Drive Sttus [Newtons=10.168/65(e1)
Drive Fault? MTE]|Drive Fault
Over Temperature Fault ¥TE]|Over Temperature Fault
Reset "
[+ Enabled ¥j
= '

Derivative (di/
dt)

Signals

Result: H | @ velocidad ang 4
= n

Figura 12 Diagrama de bloques parte a.
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Fuerza Setpoint (NJE—<
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Figura 13 Diagrama de bloques parte b.

El programa consta de dos ciclos, uno para la comunicacion con el modulo compact RIO, y
otro para el algoritmo de control por variables de estado, disefiado en este protocolo. Cada uno

de los ciclos tiene realiza su fusion en intervalos de tiempo.

El primero de los ciclos, con un periodo de 10 ms, se encarga de la obtener las variables
medidas por los sensores del PICM, y procurar la sefial de control calculada al mismo. En la
figura 14 se muestra la parte del c6digo que establece la comunicacion con el compact RIO del
lado izquierdo, y la parte que se encarga de lidiar con los mensajes de error y cierre de la
comunicacion del lado derecho. Parte del codigo trabaja con un sub “instrumento virtual”
(V1), que se encarga de controlar la corriente del motor del PICM. Esta seccion se programa
en FPGA y ocupa las variables de: inductancia del motor, resistencia del motor, bus de voltaje,
frecuencia de reloj del FPGA, y frecuencia del ciclo de la corriente. Su funcion se describe a

continuacion,

0

=
[eroo [ T s2z ¢

TS Reset - : i
— FEP— b PWM Frequeney [Disable drive even in error case]

e

1000000000000 00070

:r_/_! Current Gains = =
FPGA Clock Frequency (Hz) [40000000] = " e "
Enable L . [E1-{»#Enable

Meotor Inductance (mH) |[[DEL e
Motor Resistance [ 051 ’? Loor
Bus Voltage (V) |L2ELk

Current Loop Freq (Hz) | 20000

v
|- Reset
b CLrrent Setpoint

= o
=

== |error out

Oo00000000000000n

Figura 14 Codigo de inicio de comunicacion, cierre, y manejo de errores.

En el primer ciclo del programa se encuentra el sub VI que controla la corriente que le llega al
motor. En la figura 15 se muestra su diagrama a bloques. El proposito es garantizar que el
motor reciba brinde la fuerza calculada en el algoritmo de control al PICM. Este codigo utiliza
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las variables del motor establecidas durante el inicio de la comunicacion, esta programado en
FPGA y corre en el modulo NI 9505. Es un control proporcional integral que mantiene la

corriente deseada en el motor del PICM.

Current Loop
OO0000O0000000000000000000000 000000000 0000000 0000000000000 0000000000000¢F
Reset|CTE
CurrentSetpointI@v ": TFRE—{FEzr ]| PWIM
(Wait for th il
ait for the T
& &
midpoint of MMod‘I,-'CurrentSenseJ E . ¥56L|Actual Current (Amps)
PWM to sample
current. Current Gains LSz W
i l
(5l
DO0O0000000O00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000c
il

Figura 15 Sub VI para controlar la corriente del motor.

Este modulo requiere la corriente en amperios para el control del motor, no obstante; el
sistema de control desarrollado proporciona la fuerza horizontal en newtons. Para que el
algoritmo funcione se hace la relacion entre fuerza y corriente. Partiendo de la constante de

torque del motor se tiene (158):
T=F— (158)

donde:

- T es el torque del motor (N-m).
- F eslafuerza horizontal (m).
- P esel paso del motor. La cantidad avanzada en metros en una vuelta (m).

- nes laeficiencia del motor y se asume con un valor de 1.

P /2m es el paso del motor por revolucion. Sin embargo; como el motor esta acoplado al eje de
las ruedas de traccion, mediante una banda y engranes, la relacion no es directa. El fabricante

da una relacién de 1 a 5 por lo que P queda de la manera:

b
__ 159
P = (159)

donde:
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- b es el perimetro de las llantas, de un valor de 0.2 m segun la hoja de datos del modelo

fisico.
La relacidn entre corriente y torque es:

T = kt X I
donde:

-k, es la constante de torque del motor, y vale 0.0168 ;V'T";.

- I es la corriente del motor (Amp).
Si se despeja a la fuerza de (158):

_ 2T X T
P

ahora sustituyendo T y P con (158) y (159) respectivamente:

_2m XX 5
B b
Sustituyendo los datos se tiene:

_27r><]><0.0168x5
B 0.2
y simplificando se llega a:

F = 1(0.168)(57)

(160)

(161)

(162)

(163)

(164)

Como la corriente estd en amperios el resultado quedara en newtons, por lo que esta es la

relacién entre fuerza y corriente. Para implementar esta transformacion en el codigo, la

corriente se multiplica por 0.168 = 57 * y viceversa para volver a Newtons. La variable,

“fuerza setpoint” en newtons es calculada por el algoritmo de control, y transformada para que

el mdédulo compact RIO la entregue al driver del motor. EI modulo también entrega una sefial

de retroalimentacion, en forma de corriente, que se transforma para tener su lectura en forma

de torque. En la figura 16 se muestra esta convergencia.
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Figura 16 Codigo de torque a corriente.
Para obtener la lectura de la posicion lineal se usa la férmula:

P
— N X ——
x =Ny X — (165)

donde:

- x eslaposicion lineal en metros.

- N, nimero de pulsos del encoder (pulsos).

- P es el perimetro del disco en el encoder (m/rev).

- ppr pulsos por revolucion del encoder (pulsos/rev.).
El perimetro se define como:

P=2nXr (166)

donde r es el radio medido en metros.

Segun la hoja de datos el radio es de 0.02 m y hay 4096 pulsos en una revolucion.
Sustituyendo (166) en (165) se tiene:

N 2T Xr 167
= N, X

X =Ny x— (167)

Al sustituir por sus respectivos valores se llega a:
2xmx0.02

=N, — 168

=% T 4006 (168)
y finalmente simplificando se obtiene la relacion:

004 xm
=N, ———— 169
=% 4096 (169)
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Para implementar esta relacion en el cdigo, el nimero de pulsos leido es multiplicado por 40x
y divido entre 4096000. Esto es porque en una revolucion completa se recorren 40 mm, y

hay 4096 pulsos por vuelta. Para pasar el dato a metros todo se divide ente 1000.

En el caso de la velocidad lineal, se sabe que la velocidad se obtiene de dividir distancia sobre
tiempo y se acaba de deducir la relacion entre numero de pulsos y distancia. Para obtener la

velocidad en metros sobre segundo entonces, se parte de la relacion:

_ NPy

- 170
dx 5t (170)

donde

- dx es lavelocidad lineal (m).
- NPy distancia recorrida en el tiempo &t (metros).

- Ot base de tiempo de la velocidad (seg)

Como el programa esta configurado con una base de tiempo de 2048 us, y NPy es la cantidad

en metros que se recorrieron en ese tiempo, la relacion queda como:

NP, 1x10°
= X
2048 1
Esta ecuacion se muestra en la figura 17 donde se observa la obtencion de estas variables.

dx (171)

Mo, |rr1t5: MNpul*(pi*40mm,/rev)™(1rev/4096pul)*(1m,/1000mm) |

> .
n > > i i
4096000 > (> B>

Do, 1000000 i i

wnnn
an an

2042

Figura 17 cédigo de velocidad y posicion lineal.

La posicién angular se deriva de la siguiente ecuacion:

_(V-Db)R

0 A

172)
donde:

-V voltaje es el valor leido del potenciémetro.
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- b es el valor de voltaje cuando la posicion del péndulo fijado al potenciometro esta en
cero radianes (\Volts).
- Vm voltaje de alimentacion del potenciometro (Volts).

- R resolucion (rad).

El voltaje varia con la resistencia del potenciometro que sirve de sensor para esta parte. Como
el potenciometro esta conectado a una fuente de 5 v, y tiene una resolucion de 340
graduaciones, la equivalencia entre voltaje leido y radianes se obtiene de dividir 5 v entre 340
y multiplicar el resultado por 180 entre 7. Sin embargo; como el sistema disefiado considera al
valor cero de 6 en el centro de la escala del potencidmetro, la sefial de voltaje debe ser restada
un factor de 1.3475, que equivale al voltaje que el potencidmetro leeria en el valor de 6 igual a

cero. Al sustituir estas relaciones se tiene:

_ (V—13475)340 + ( n )

180 (173)
5
Esto se simplifica a:
_ (V—1.3475) (174)
0.842583

La ecuacion (174) es implementada en el codigo para obtener la posicion angular. La sefial de
posicion angular es sometida a una derivacion para obtener a la variable de velocidad angular
que es dividida entre su base de tiempo de 10 ms. Ambas sefiales son filtradas para reducir el
ruido, ya que este interfiere con la funcion del compensador. En la figura 18 se muestra esta

seccidn del codigo.

Derivative (di/
dt)

r!% n E> r Signals E>
>

[rads=(v-1,3475v)/0.242583|

k113

|2 n

13475 Result [ dir

anla n
0,8425830225138

01

Ik
n & n 0.2 R n

Figura 18 Codigo de velocidad y posicion angular.
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Una vez que todas las variables de estado han sido obtenidas en sus unidades
correspondientes, es turno del compensador. En la figura 19 se muestra el cddigo del
algoritmo de control que lo implementa. Como se explicé en el capitulo previo, cada una de
las ganancias son escritas por el usuario desde el panel frontal. Dichas ganancias fueron
calculadas en este protocolo. El codigo implementa este algoritmo de control multiplicando las
variables de los estados por sus respectivas ganancias, la posicion lineal se multiplica por la
ganancia de la posicion lineal, la posicion angular por la ganancia de la posicion angular, y asi
respectivamente. Una vez que se tiene el resultado de todos los productos, estos se suman 'y se
entregan a la parte del algoritmo que se encarga de la comunicacion con el compact RIO en

forma de el torque necesario para controlar al sistema.

N iy 4 k posicion lin
u .\"m n » velocidad lin
m . = =0s | |Estados
oA n k posicion ang e C
It
ul® n » velocidad ang
Compensador I}> - Fuerza Setpoint (W) | FOELH
E = ¥ I+
E & L1 B 1S "
HE= _1
E u .\"“F b

Figura 19 Codigo del compensador.

El programa cargado en el compact rio, recibe el valor de voltaje y frecuencia del modulo
conectado al encoder del modelo mecanico. Esta sefial es transformada a su equivalente en
metros y en metros sobre segundo. El valor de voltaje, leido del potenciometro por el médulo
conversion analogico digital, es transformado a posicion angular, medido en radianes. La
posicién angular se deriva con respecto del tiempo para obtener la velocidad angular en
radianes sobre segundo. Estas cuatro variables obtenidas, son las variables de estado del PICM
y se multiplican a sus respectivas ganancias, establecidas por el usuario desde el panel de
control. Para finalizar se suman los resultados y se entregan al modulo que controla al

actuador como una sefial de torque en newtons.
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Experi

Validacion.

mentales.

Una vez terminado el programa, el cudl fue programado usando un tiempo de muestro de cien

milisegundos, se hicieron las pruebas fisicas para validar la veracidad del compensador. La

figura 20 muestra los resultados de la primera prueba. En esta grafica se observa que la

posicio

n lineal del carrito no inicia en cero, sin embargo, una vez que el &ngulo se estabiliza

cerca de cero, en carrito se detiene.
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Figura 20 Prueba fisica uno.

En la figura 21 se observa que carrito esta vez inicia en un valor negativo cerca de los treinta

centimetros, mientras que el angulo del péndulo esta ligeramente del lado positivo. La

posicién angular comienza a tener un desplazamiento positivo, mientras su velocidad aumenta,
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de esto se duce que el péndulo esta cayendo. El carrito tiene entonces un desplazamiento lineal

que se contrapone a la caida del péndulo.
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Figura 21 Prueba fisica dos.

En la figura 22 se aprecia con mayor claridad que aun cuando la posicion lineal no se
establece en cero, el sistema puede alcanzar a estabilizarse. Esto parece ser resultado de que la
ganancia del compensador, que corresponde a la posicién lineal es cero. El carro no necesita

estar donde inicio para evitar que el péndulo caiga.
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Figura 222 Prueba fisica tres.
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La figura 23 muestra la prueba nimero cuatro, en la cual se muestra un caso donde la posicion

del carrito si regresa al valor de cero. En esta prueba se observa como el carro se opone a la

caida del pendulo, balanceandolo de un lado a otro hasta que logra estabilizarlo en su posicién

de equilibrio. De esta grafica resalta como los sobrepasos de la respuesta van perdiendo

amplitud durante el tiempo transitorio. El sistema alcanza a estabilizarse y una vez maés el

carrito vuelve a la posicion cero.
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Conclusiones

El método de control por compensador, utilizando una retroalimentacion de estados completa,
resulta parcialmente efectivo para el problema planteado. En efecto, el sistema puede alcanzar
la estabilidad en el punto de equilibrio, pero solo si las perturbaciones sufridas por la planta
son pequefias. Esto es porque el método utilizado, trata al modelo como una aproximacion
lineal. Esto es efectivo cerca del punto de equilibrio, pero ineficiente cuando las
perturbaciones so n suficientes para sacar al sistema de la zona donde su comportamiento es
lineal.

Los polos propuestos en el desarrollo del problema técnicamente no cumplen la condicion de
ubicacién de polos que reglamenta el método discreto. Esto es porque el método trata de
colocar a todos los polos dentro del circulo unitario, sugiriendo que el sistema aumenta su
estabilidad entre méas cerca de cero se ubiquen los polos. Para el caso probado, uno de los
polos fue ubicado exactamente en uno, es decir en el limite de estabilidad. La razén detras de
esta ubicacion fue que, al colocar un polo en uno, la ganancia de posicion lineal se volvia cero.
Al volverse cero la ganancia de posicion lineal, el sistema ya no debe controlar a dicha
posicién en cero, lo cual permite que se concentre en la pocion y velocidad angular, y la
velocidad lineal. En otras palabras, hace que el sistema solo se preocupe porque el péndulo
esté en equilibrio, sin importar donde se encuentre el carro.

Otro motivo de la seleccién de los polos elegidos fue el hecho de grandes valores de
ganancias, aunque funcionaban en las simulaciones, donde no habia perturbaciones
imprevistas, provocaban que el sistema real se inestabilizara. La razdn detras de esto es que el
sistema real tenia ruido, y las altas ganancias amplificaban ese ruido, sacando al sistema de la
estabilidad. Entre més cerca se ubica a los polos de cero, mas aumentan las ganancias y mas
inestable se vuelve el sistema real.

Limitaciones en la potencia que podia entregar el sistema real, y medidas de seguridad de
hardware, también ponen una limitante entre lo que se puede simular y lo que se puede
realizar. Si la fuerza entregada es demasiado alta el motor se apaga, si no lo es lo suficiente, no

avanza.
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